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Préface

La physique quantique est réputée difficile,
incompréhensible, étrange, n'importe quoi, délirante etc
"

Si je dois comparer entre la relativité (générale) et la
physique quantique je dirais :

— mathématiquement la relativité est plus difficile que la
physique quantique.

— conceptuellement la physique quantique est plus
difficile que la relativité.

En effet la relativité utilise des objets mathématiques tres
compliqués pour d'écrire la théorie : les tenseurs, 1'espace-
temps

Tandis que la physique quantique n'utilise que des objets
trés simple en mathématique : les vecteurs, I'espace
vectoriel !

Mais les concepts qu'introduit par la PQ (Physique
Quantique) sont completement différents de nos concepts
habituels voir méme bizarre, contraire a nos sens !!....

La difficulté provient aussi par le manque de vocabulaires,
ou les vocabulaires mal adoptés qui donnent parfois le
contre sens de la théorie par ex:

- La dualité "onde-corpusculaire” (= mot contradiction en
elle-méme — incompréhensif)



- La fonction "d'onde" — vocabulaire mal adopté, car il n'y
a aucune onde physique qui se propage !

- Le principe d'incertitude (— une théorie non précise)
etc ...

En plus de ¢a, les vulgarisations, a force de simplifier on
raconte n'importe quoi et parfois méme le contraire de ce
que dit la théorie .... bref c'est la pagaille total !!!!

Pourquoi la PQ est incompréhensible et bizarre ? ...

C'est parce que pour une personne standard , normal voici
ce que nous croyons, pensons ... :

- Le monde existe indépendamment de nous.

- Dans ce monde, il y a des objets, ces objets existent
indépendamment de nous : la lune existe que le bébé soit
conscience ou non, que l'on la regarde ou non.

- Entre ces objets il y a des lois indépendamment de nous
- Les objets ont des propriétés que 1'on sache ou non.

- Le monde est déterministe : si on connait les conditions
initiales a t=0, on peut prévenir exactement ce qui se
passera a l'instant plus tard t>0 . On sait d'ou on vient, on
sait d'ou on arrive.

- Le monde est causal : tout événement a une cause

- Une théorie physique décrit les objets c'est-a-dire les
propriétés des objets, et les lois qui relient ces objets



Eh bien en PQ tout ¢a .... a la poubelle !!!

J'avoue que ma ler rencontre avec la PQ m'a vraiment
perturbé, secous, ... j'étais révolté j'ai dit : c'est n'importe
quoi ... a chaque raisonnement du coté de la PQ, j'ai un
contre-raisonnement du coup la PQ m'a pas du tout
convaincu.

Il me fallait plus un an pour habituer un peu le "style"
quantique.

La ler question qu'on se pose c'est a quel niveau d'étude
qu'on peut aborder la PQ ? Je dirais il suffit d'avoir le
niveau BAC+2, car la PQ utilise 1'algebre linéaire et un peu
d'analyse c'est tout. Mais le plus gros morceau c'est
comprendre les concepts que la PQ introduit.

Une bonne stratégie pour comprend la PQ c'est "ruser”
I'esprit ! il faut "contourner " I'esprit : trouver des
exemples, des arguments pour montrer qu'on a 2 choix : le
"choix classique" ou le "choix quantique"” ces 2 choix sont
arbitraires, et il n'y a aucune raison de choisir le choix 1
plutdt que le choix 2 !!! Autrement dit il faut s'entrainer
'esprit pour qu'il accepte ce que ditla PQ !! . Je vais
prendre un exemple.

On a un disque (qui peut tourner) a l'intérieur d'une boite
fermée et lorsqu'on ouvre la boite on voit le disque
immobile :

—A: La physique classique dit que le disque est immobile
avant l'ouverture, et effectivement vous voyez le disque
immobile sous vos yeux lors de 1'ouverture.



—B: La PQ dit que le disque n'est pas immobile avant
I'ouverture il tourne !! c'est I'ouverture qui arréte
brutalement le disque, le rend immobile !!

Or ceux qui sont pour le cas A ne peuvent pas démontrer
que le disque est immobile avant I'ouverture, comme ceux
qui sont pour le cas B ne peuvent pas non plus démontrer
que le disque tourne avant I'ouverture donc c'est un choix
de camp, le camp A ou le camp B, qui est totalement
arbitraire.

Cet exemple nous montre que : il n'y a aucune raison
d'accepter les concepts de la physique classiques donc ¢a
nous laisse facilement accepter les concepts de la PQ.

De tout fagon personne ne comprend vraiment la PQ et
puis c'est aussi normal car on est macroscopique, vivant
dans un monde macroscopique, subit les lois
macroscopique .... Alors que la PQ décrit le monde
microscopique et c'est normal que les lois du monde
microscopique sont différentes avec les lois du monde
macroscopique .



1 L'ETRANGETE DES OBJETS
QUANTIQUES

Rien ne vaut qu'un veau qui ne vaut rien !

Morphocode

1.1 L'EXPERIENCE DES FENTES DE
YOUNG

Youngl

Une source S envoie des électrons, un par un sur une
plaque P percée de deux fentes A et B dont 1'une B est
fermée. La figl montre le résultat de 1'expérience, ce qui
est tout a fait normal.



Young?2

On envoie des électrons, aussi un par un sur la plaque P
mais cette fois-ci la fente B est ouverte. On attend de voir:

fig2

Mais le résultat de l'expérience est :

zone interdite




Vous pouvez voir I'animation de I'expérience ici
https://fan2cube.fr/livre/young_quantique.html

Ce qui est vraiment étrange et surprenant, on a des
franges d'interférence !! I'électron s'interfére lui-méme !!!

Comment un électron qui passe par la fente A sait que la
fente B reste ouverte pour ne pas s'installer dans la zone
interdite ? alors que normalement il peut se placer dans

cette zone (expérience Youngl) ?

Young3

On envoie des électrons, un par un sur la plaque P et deux
fentes A et B restent ouvertes. Un dispositif D (placé apres
la plaque P) qui permet de savoir quelle fente passe
I'électron. Et on ne voit que 2 franges:

fig3



Il n'y a plus d'interférence !!!

C'est curieux, le fait d'observer, I'électron change de
comportement, il ne s'interfere plus !

Les expériences Young?2 et Young3 sont vraiment étranges
! En effet

a Pour l'expérience Young?2 : 1'électron qui traverse la
fente A, comment sait-il que la fente B est ouverte pour
s'interférer a lui-méme ?

Méme question pour l'électron qui traverse la fente B,
comment sait-il que la fente A est ouverte pour s'interférer
a lui-méme ?

a Pour l'expérience Young3 : I'électron qui traverse la
fente A (ou B) comment sait-il qu'on est entrain de
I'observer pour ne pas s'interférer a lui-méme ?

1.2 L'INTERFEROMETRE DE MACH
ZEHNDER

Z1

Une source envoie des photons, un par un, sur un
séparateur (Beam Splitter) S; qui soit transmet T soit
réfléchit R le photon . Quand le photon arrive sur un
miroir il réfléchit totalement. On place deux détecteurs D1
et D2 comme indique la fig4
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Le photon arrive en Sy il a 1/2 de chance d'étre transmis et
1/2 d'étre réfléchi, les miroirs M; et Mz ne changent rien
sur la probabilité on détecte donc 1/2 dans D; et 1/2 dans
D,. Ce qui est tout a fait normal.

MZ2

Modifions légérement le dispositif, on place un deuxieme
séparateur S; (les chemins S1M1S,D1, S1M>S2D> sont égaux
SiM;S2D1 = S1M5S;2D; ) comme indique la fig5
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Comme dans le cas MZ1, mais quand le photon arrive en S;
il a 1/4 de chance d'étre transmis et 1/4 de chance de
réfléchir, donc on détecteen D1 =1/4+1/4=1/2de
méme pour D;=1/4+1/4=1/2

Mais ce n'est pas le résultat de l'expérience, le résultat de
'expérience est:
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On les trouve tous dans D1 et zéro 0 photon dans D, !!!
bizarre non 7??

Pourquoi tous dans D; et rien dans D3 ? et puis pourquoi
pas tous dans D; et rien dans D4 ??? bref c'est bizarre !!!

Modifions encore le dispositif
MZ3

On va allonger le chemin S1M; d'une longueur 0<0<2m
par le dispositif de prolongement "{t" comme indique la
fig7
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Quand 6=0, zéro photon dans D; (tous dans D) quand on
augment 0, quelques photons vont dans Dz, plus on
augmente 0, plus on trouve des photons dans D, pour un
0=m, tous les photons se trouvent dans D; et zéro 0 dans
D4, et si on continue a augmenter 6, I'effet inverse se
produit (un peu dans Ds... ) 2 6=2m tous les photons sont
dans D; et zéro 0 dans D, ! et le cycle recommence ....

C'est vraiment étrange, en effet comment le photon qui
prend le chemin S;1M;S; sait-il que le chemin S1M;S; a été
modifié pour décider d'aller en D, alors qu'il va
systématiquement en D1 (expérience MZ2) 7?

Voila I'étrangeté des objets quantiques, je vous laisse
réfléchir... chaqu'un doit trouver son explication, son



propre stratagéme pour deviner le résultat de I'expérience
, avant de les vérifier par les calculs.

En physique classique on divise les objets en deux
catégories:

Corpusculaire .
ou
Onde.

En physique quantique , pour nous, une particule
quantique est un objet corpusculaire ponctuel pouvant
s'auto-interférer
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2 L'ESPACE DE HILBERT

2.1 L'ESPACE DE HILBERT

Le formalisme mathématique de la physique quantique est
I'espace de Hilbert complet et séparable, de dimension
finie (n), dénombrable (N) ou continue (R), en gros c'est
l'algebre linéaire, et un peu d'analyse (I'espace normé,
complet, intégrale ...) donc rien de compliqué il suffit
d'avoir le niveau BAC+2 et ¢a marche. Mais pour
comprendre les concepts quantiques c'est autre chose !!!

Forme hermitienne :

Soit H un C-espace vectoriel . Une forme hermitienne
notée <u|v> sur H est:

1. Anti-linéaire a gauche
<(aiur+azuz)|v> = aj<ui|v> + aj<uz|v>
a’=a = complexe conjugué de a

2. Linéaire a droite

<u|(aivit+azvz)> = ai<u|vi> + az<u|vz>
3. Symétrie hermitienne

<u|v> = <v|u>"
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Définie
<uju>=0<=u=0
Positive

<ulu>=0 Yu

L'espace de Hilbert :

Un espace de Hilbert H c'est un C-espace vectoriel muni
une forme hermitienne définie positive, autrement dit
c'est un C-esv vérifiant les 5 propriétés ci-dessous:

1. Anti-linéaire a gauche
<(ajui+azuz)|v> = aj<ui|[v> + aj<uy|v>
2. Linéaire a droite

<u|(ai1vi+azvz)> = ai<u|vi> + az<u|vz>
3. Symétrie hermitienne

<u|v> = <v|u>"

4. Définie

<ulu>=0<=u=0

5. Positive

<uju> 20 Vu



Lanormede H

llull=y/ <u,u>

Jul[? = <ufu>

12

Dans cet espace on a une base {ei}ier (1={1,2,3,...n} ou I=N")

définie par
<ei|ej> = i (symbole de Chronecker)

_(Osii#]j
5“"{1511:]'

et donc chaque vecteur u s'écrit

u= Z u;e; ou simplementu = Z u;e;

i€l i

or
< ei|u>=< ei|2ujej >
j

comme c'est linéaire a droite on a
<ejlu>= Zuj <eleg>=y

j
D'ou le coefficient u; = <ej|u>

Soient

i
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et

V= ZV]'C]'

j
<u|v>:<Zuiei|ZVje]- >
i j

<ulv>= Zui*vj < ejlej >
ij

<ulv>= Zu}“vi
i

Vecteurs orthogonaux

<ulv>=0

On dit que u, v sont orthogonaux et
<ufu>=1(ou [u]|*<1)

on dit que u est normé.

Exemples d'espaces de Hilbert

n

*
1.C" -» <u|v>= z U, vj
i=1

2. 2 ={u, € (C/z:lunl2 < oo}
n=1
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oo

*
- <u|v> = Z u,v,

n=1

+00
3. L2(R) = {f R > (C/f |f(x)|2dx < o0}

40
- <f|g>= f f*(x)g(x)dx

Complet :

Un espace complet c'est un espace ou toute suite de
Cauchy converge.

Soit u, une suite d'éléments de H

siVp,q || up - uq || = O alors la suite u, est convergente.
Sive3dk /Vp,q>k=||up-uq|| <e(Cauchy)

alors u, est convergente.

Séparable :

Il existe une suite a, de H telle que

VueH Ve>0, Jay tel que ||u-ax||<e

ou une condition plus fort :

Il existe une partie E de Hqui est dense dans H,
autrement dit tout élément de u de H est limite d'une
suite de E, 3u,€E

u,—>uqdn— oo



15

La physique quantique travaille donc dans un espace de
Hilbert complet, séparable et de dimension finie (n),
dénombrable (N) ou continue (R).

Autrement dit séparable=il existe une base finie, infinie
dénombrable ou infinie continue.

2.2 L'OPERATEUR ADJOINT

Un opérateur A est simplement une application linéaire de
H dans H.

A = opérateur, u=vecteur
Au - lire "A appliqué a u"

L'exponentiel d'un opérateur A
A? A3
A def

Somme de deux opérateurs

(A+B)u ¥ Au+Bu

Produit de deux opérateurs AB

(AB)u £f A(Bu)
exemple
A=0y4,B=x

AB = 0x
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(0xx)u & Oy(xu) = u + xdxu = (1 +xdx)u
d'ou

0xx = (1 + x0%)

Note : il y a une différence entre P et Lg
0x 0x

af 7 - 7 .
— = la dérivée partielle de f
0x

f= duitde d érat 0 tf !l
35! — Produit de deux opérateurs —— etf !!
ex:
pour
a .
T SinX
¢a donne

<a_>_(_ )= +.8u
aXsmx u=- sinx u) = (cosx)u + sinx Ix

Définition 1'opérateur adjoint :
At =t(A*) = (*A)* (At = lire A croix)
ou encore

<Au|v> = <u|Atv>
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Propriétés des opérateurs adjoints
1.Att= A

2.(A+B)t=At+Bt

3. (aA)t = a"At

4. (AB)t = BtAt

5. (Af)1=(A1)f

6. AT =tA” (transposé de la matrice conjuguée)
L'opérateur autoadjoint ou hermitien

A=A

Définition : un observable est un opérateur autoadjoint.
Définition opérateur unitaire

ATA = AAT =1

ou encore

At =A1

Propriétés:

1. <Au|Av> = <u|v> , conserve le produit scalaire
2. ||Au]| = [|u]] , conserve la norme

3. Les valeurs propres sont de module 1
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4. Les vecteurs propres associés a des valeurs propres
différentes sont orthogonaux

5. Si A est hermitien alors ei? est unitaire

Théoreme de Wigner (admis)

Soit A un opérateur, on pose

u' =Au

Si |<u'|v'>| = |<u|v>| alors A est unitaire ou anti-unitaire
—unitaire : <u'|v'> = <u|v>

—anti-unitaire : <u'|v'> = <u|v>"

Valeur propre, vecteur propre

Siona

Au=au

on dit que u est un vecteur propre de A et que a est la
valeur propre associée a u.

L'ensemble des valeurs propres de A, s'appelle le spectre
de A, et I'espace vectoriel E, des vecteurs propres associés
a a s'appelle espace propre de a. Si dim E, = 1 on dit que la
valeur propre a est non-dégénéré, donc une valeur propre
a est dite dégénérée si:

Au = au .
Ay = av} = {u, v} libre
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Les valeurs propres d'opérateurs autoadjoints sont
réelles.

Commutateur

Soient A, B deux opérateurs, le commutateur A, B est défini
par

[AB] = AB-BA

exemple

[%,0x] = %0x - 0xx = x0x - (1 +x0x) =-1
Si [A,B] = 0 on dit que A, B commute.
Propriété

[A,BC] = B[A,C] + [AB]C
Démonstration

B[A,C] =B(AC- CA) =BAC-BCA
[AB]C = (AB-BA)C=ABC-BAC
B[A,C] + [A,B]C=BAC - BCA + ABC-BAC=ABC-BCA=
[ABC]

2.3 PRODUIT TENSORIEL DE DEUX
ESPACES DE HILBERT

Soient E et F deux espace de Hilbert de base e; (pour E) et
f; (pour F)
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Théoréme : On peut construire un troisiéme espace de
Hilbert H a partir de E et F que 'on notera H=EQF et que
la famille

{ei®f; }i; forme une base de H
On dira que H=EQF est le produit tensoriel de E et F
Le produit tensoriel est distributif mais non commutatif.

YEH

Y = Z Pi; (e;®f)
ij

Lorsque s est de la forme §r = x®®P on dit que s est
factorisable, séparable ou décomposable sinon on dit qu'il
n'est pas factorisable, non séparable ou intriqué.

X = ZXiei
i

b =x®P = ) x® (e )
Lj

si i = xi®; alors Y est factorisable.
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Exemple : On prend E et F deux espaces de Hilbert de
dimension 2:

X =X181+ X2€2

O = D1f; + Oof;

XQ® = (y1e1+ x262) R (P11 + Daf2)

=x1D1(e1®f1) + x1P2(e1®f2) + x2P1(€20f1) + Y2 P2(e2Qf2)
L'état

U = e1Q®f; + e2Qf;

est un état intriqué, en effet si s est séparable Y=x®®P on
doit avoir :

x1®1 =1
XP, =1
x1®P, =0
X2®1 =0
X1CD1=0

= x1=0 = y1P1=1 contradiction

= ©,;=0 = x2P,=1 contradiction
donc c' est impossible.

Le produit scalaire sur H=EQF
ei,e.basedeE, fj, f, base de F,
<ei®fj|eu®fv> S <ei|eu> <fj|fv> = 81u 6]’v
a,a' EEetb,b' €F

<a®bla'®b'> & <a|a'> <b|b">
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Opérateur sur H=EQF

Soient A un opérateur défini sur E, et B un opérateur défini
sur F, alors par définition l'opérateur AQB défini sur
H=EQF est:

AQ®B (ei®f;) & Ae; @ Bf;

autrement dit

A®B (u®v) € Au ® By

Si on a A tout seul, on prend AQ)I c'est-a-dire

AQI (URV) XL Au® V.

2.4 NOTATION DE DIRAC KET ET BRA

Dirac a inventé une notation tres pratique en physique
quantique

Un vecteur u traditionnellement on note U mais Dirac le
note |u>.

On peut considérer |.> comme une boite qu'on peut mettre
n'importe quoi dedans ! ex:

|x>, |T>, [rouge>, |N>, [P (x,£)>, |+>, |->, | 1>, etc ....
C'est donc tres pratique.

le vecteur |u> se nomme le ket u
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exemple
au = aoju>
Au = Alu>

a chaque ket |[u> on associe une forme linéaire noté <u| et
nommé "bra" de |u> définie par:

<u|(|v>) = <u|v> (la produit scalaire |u>, |v>)
Le produit tensoriel de deux vecteurs sera parfois noté

u®v =|u>Q |v> = |uv> = |u> |v>

2.5 OPERATIONS SUR LES KETS ET
LES BRAS

Propriété 1

&> = afu> + Blv>

<€| = a"<u| + B* <v|

Propriété 2

|v>=Alu>

<v| = <u| At

Propriété 3

(<b|x>) |Ju> = |Ju> (<b|x>) = (Ju> <b) |x>

le Ju> <b| apparailt comme un opérateur et



(lu> <b[)t = |b> <u|
Propriété 4
Ajj = <ei|Alej>

Aj; = les coefficients de la matrice A

24
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3 LES DISTRIBUTIONS ET LES
POLYNOMES ORTHOGONAUX

3.1 LES FONCTIONS A SUPPORT
FERME-BORNE

En physique quantique t6t ou tard vous allez rencontrer
un mystérieux objet §(x - u) , on parle de fonction de Dirac
en u, distribution de Dirac en u, impulsion de Dirac en u
etc ... et I'explication n'est pas clair, illogique ... bref c'est
la pagaille total ....

Et pour tant ce n'est pas si compliqué a expliquer ....

Le probleme provient le manque de vocabulaires,
l'identification sauvage des objets mathématiques ...

Mais ne vous en faites pas vous allez bien comprendre ce
que c'est cet objet §(x - u).

Soit D I'ensemble des fonctions f ayant les propriétés
suivantes :

fiR—-C
x = f(x)

1. feD de classe C~ ;abuse de notation on note f(x) pour f.

2. f=f(x)€D a support fermé-borné (compact), c'est-a-dire
il existe un plus petit intervalle fermé-borné [a,b] tel que
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x€[a,b] f(x)=0, f(x) est nulle en dehors d'un plus petit
intervalle fermé-borné.

f(x)

AN

Et on munit sur D une topologie pour pouvoir parler de la
limite.

O e — — — —
=

Définition : Une distribution & (de D) est une forme
linéaire continue sur D.

aD-C
f = @(f) mais souvent on note <f, &> = c'est un nombre
— Linéaire :
vf,g €D, VabeC
a(af + bg) = ad(f) + bd(g)
— O_continueenf:

Vf, €D une suite de fonctions de D tend vers f, f,—=f quand
n tend vers l'infini n—»+o0
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lim f, =f ; (topologie de D)

n—-+oo
dire que @ est continue en f ¢a veut dire qu'on a:

nl—igloo a(f,) =a(f) ; (dansC)

L'ensemble des distributions de D sera noté D
aD->C
f - <f &> = un nombre

Pour bien comprendre ce qui suit, on va introduit un
nouveau concept, nouveau vocabulaire : "l'dme".

Observons la formule ci-dessous :
+oo
<fa>= f f(x)a(x)dx

Dans cette écriture on a le vocabulaire suivant :
f=f(x) = fonction

® = distribution

a(x) =I'ame

On dit que la distribution @ provient de I'ame a(x), ou a
I'ame a(x) on associe la distribution @.

Il faut bien remarquer que (en générale) I'dme a(x) n'est
pas une fonction ni une distribution !!! et qu'il y a une
grande différence entre @ et a(x) mais on a f=f(x).
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Définition : @(x) est localement intégrable, signifie que
@(x) est intégrable sur tout intervalle borné.

A toute fonction ¢(x) localement intégrable on associe une
distribution notée @ définie par :

+00
<fp>%« f f(x)p(x)dx

Ici, dans ce cas particulier 'ame ¢ (x) est une fonction, de
plus c'est une fonction localement intégrable

Il y a donc une différence entre ¢(x)=fonction et
(p=distribution.

Par ex la fonction H(x) Heaviside

O0six<O
1six>0

H(x) = {

qui est localement intégrable on lui associe alors une
distribution H définie par:

400

400
<fH>% f f(x)H(x)dx = f f(x)dx
—00 0

Ici encore I'ame H(x) est une fonction.

Les fonctions localement intégrables ¢=¢(x), en quelque
sorte peuvent étre considérés comme des distributions
(on confond @ avec @), c'est pourquoi on entend souvent
dit que les distributions sont des fonctions "généralisées".

Nous verrons plus tard qu' il existe des distributions dont
I'ame n'est pas une fonction !!
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Définition : La dérivée & de la distribution & est par
définition :

<fa@>=-<f,a>
exemple

+oo

+00
<fH>=-<fH>= —f f(x)H(x)dx = f f'(x)dx
-00 0

<EH'> = -[f(x)]F* = £(0)

f(+00)=0 car f(x) est nulle en dehors d'un intervalle borné.

3.2 UNE SUITE DE FONCTIONS
INTERESSANTES

Soient u€R et une suite de fonction 6,(x) définies par:

1
OsiIX—u|>H
6n(X)=

Esilx—uISH

Cherchons la limite de 8,(x) (en espérant que ¢a existe)
quand n—+oo et on la note 6,(x), c'est-a-dire cherchons :

lim 6,(x) =8,(x)??
n—-+oo
on a:

1
o pour [x — u| >~
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lir}_’l 5, (x)=0=6,(x);x#u
n—-+0oo

1
@ pour |x — u <=

. _ .o
Jim 8,00 = lim o=+ = §,(u)

Su(u) car quand n - 400, x > u

+00

U+H u+ n
a 6n(x)dx=f L 8n(x)dx=f de
u

—00 u—
n

+o00
lim O, (xX)dx = f nurpm O, (x) dx

+0o0
1= 6, (x)dx

—00

Donc la limite de 6,(x) quand n—+o00 est un truc noté 8,(x)
qui vérifie les 3 propriétés suivantes :

vV x,u ER

Osix+#u
+oosix=1u

8u( ) = +oo
g f §,(x)dx=1

Note : 6,(X) n'est pas une fonction, en effet si §,(x) était
une fonction on aurait
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+oo
f 6,(x)dx=0

Remarque : on a souvent rencontré ce genre de situation.
En effet, une suite de nombres rationnels qui tend vers
une limite qui n'est pas un nombre rationnel !

1 n
lim (1 +—> =e
n

n—-+4oo

Ici on a une suite de fonctions qui tend vers une limite qui
n'est pas une fonction.

On va calculer l'intégrale suivante :

+o0
f f(x)6,(x)dx =??

avec f(x)eD
Allons-y :
+o0 u+% u+% n
J- f(x)8,(x)dx = f f(x)8, (x)dx = f —f(x)dx
—w u_% u_% 2
n (Y
= E_f;_l f(x)dx

n

en appliquant le théoréme des valeurs moyennes

b
f f(x)dx = (b —a)f(c) ;oua<c<b
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¢a donne

_ g f uff(x)dx = g<u + % - (u - %)) f(ca)

u—
n

oulc, —ul <-—
n
400
f F08, (0 dx = f(cy)

+00
lim f f(x)8,(x)dx = lim f(c,)
n-—--+o —oo n-—-+o

On démontre qu'on peut permuter la limite et l'intégrale
donc

+00
f f(x) lim §,(x)dx = lim f(c,)
—oo n—--+oo n—-4oo

quand n = +00, ¢, = u et comme f(x) est continue
f(cn) = f(u) quand ¢y, — ud'ou

+00
f f(x)6,(x)dx = f(u)

Bien que 8,(x) n'est pas une fonction, et que tout seul il ne
sert a rien, par contre combiné avec f(x) €D on peut
calculer l'intégrale

+oo
f f(x)8, (x)dx
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et cette intégrale vaut précisément f(u).

3.3 DISTRIBUTION DE DIRAC

Par définition la distribution de Dirac en u€R, §, estla
distribution définie par :

+oo
<f5, >« J f(x)8, (x)dx
C'est la premiere fois qu'une distribution ne provient pas
d'une fonction.

Vous voyez qu'il y a une grande différence entre §,
(distribution) et 6,(x) (1'ame, qui n'est pas une fonction) :

— §,, est une forme linéaire sur D de variable feD

— alors que 64(x) (I'dme) on ne sait pas ce que c'est, c'est
méme pas une fonction !!

Bref c'est aucune important que 64(x) soit une fonction ou
non, tout ce qu'on sait, c'est que l'intégrale

+oo
f f(x)6,(x)dx = f(u)

nous donne un nombre: f(u). On peut lire cette intégrale
comme

Su(x) "appliqué” a f(x) pour donner un nombre, et ceci de
facon linéaire (et méme continue)
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+00
| 1afeo + b1, (e
- +0oo +0o0
= af f(x)6,(x)dx + bf g(x)6, (x)dx

Ou(x) ressemble a une forme linéaire continue sur D

C'est pourquoi nous les physiciens, on identifie §, a 8, (x)
c'est-a-dire §, = §,(x)

Donc on dit que 8,(x) est la distribution de Dirac en u.

On oublie carrément §, et <f,5,> et ne garder que:

+oo
f f(x)6,(x)dx = f(u)

avec
Vv x,u ER
Osix+#u
+oosix=u
Su(x) =

+oo
f 6, x)dx=1

Mais cette identification pose énormément de problémes
aux débutants:

a §,(x) = suggere que la variable de la distribution est
x€R, ce qui est étrange car la variable d'une distribution
est une fonction f(x)€ED
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& on ne voit pas ce que vient faire §, 7?

Bref, quand on écrit 8,(x) il faut toujours penser a §, ou
penser a

Su(x)(f) = 6u(x ) appliqué a f

en fait c'est simplement des notations si on note
8y(x) = 81 = 8ux

on verra que f est la variable et non x

8, () () = 8L (D) = 8ux(D

mais dans ce cas l'intégrale devient

400 +0o0 +oo
f f(x)Su(x)dx=f f(x)8{§dx=f f(x)6, xdx

on ne voit pas la variable d'intégration de 6., a mon avis la
mielleuse notation est 6,x (extension du symbole de
Kronecker)

vV x,u ER

Osix#u
+oosix=u

8u,x = Foo
f Suxdx=1

+oo
f f(x)6, x dx = f(u)

Mais traditionnellement on adopte la notation suivant



36

6u(x) = 8(x - u) ; la variable x est en premiere, u=la
constante en deuxieme.

Résumons tout :

On appelle la distribution de Dirac en u€R (fixe, donné) et
on la note §(x - u) c'est un objet mathématique qui vérifie
les propriétés suivantes:

VvV X, ueR, Vf(x)eD

Osix#u
+oosix =u

S(x—u) = +oo
f f(x)6(x — u)dx = f(u)

Quand u=0 on appelle §(x) simplement la distribution de
Dirac

Osix#0
4+oosix=0

6(x) = +oo
f f(x)6(x)dx = f(0)
Ouuufff !

Résumé:

1. On a un objet mathématique noté §(x - u), nommé la
distribution de Dirac en u, et il a la propriété suivante:

VueR, vi(x)eD

+o0
f f(x)8(x —u)dx = f(u)



Les propriétés de 6(x - u)
1) 6(x - u) est paire

Calculons

+oo
f f(x)6(u — x)dx

en changeant x=-u ¢ca donne

+o0 —®
f f(x)6(u—x)dx = — f f(—u)6(—x + w)du
— +oo

+00
=f f(—uw)d(u — x)du
posons f(-u)=g(u), d'ou
+o0 +oo
= f f(—uw)d6(u —x)du = f g(w)d(u —x)du = g(x)
g(x)=g(-u)=f(u)

+oo
J- f(x)6(u — x)dx = f(u)

40 +o0
J f(x)6(u — x)dx = f f(x)6(x —u)dx
comme ceci est vrai Vf(x) d'ou
6(x-u)=06(u-x)

2) aER

37
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+oo
f f(x)6(ax)dx

cas a>0

on pose u = ax

+oo

f_+oof(x)8(ax)dx - f af(g)&(u)du :%f(O) =§8(x)

—00
cas a<0

on pose u = -ax avec o>0
too | u
fi = — —f(—— —
f_oo (x)8(ax)dx Lw S ( a) 8(—u)du
toq u
= f_oo af(—a) S8(—u)du
_j+m1f( u)s( Ydu = ~£0) = =5
), a o O =y _a(x)
d'ou
1

8(e0) = 72780)

400
3) f S(x—wd(x—v)dx =8(u—v)

+o0
4) f e du = 2n8(x)



5) f(x)8(x - u) = f(u)6(x - u)

En particulier u=0 et f(x)=x
Vx,x6(x)=0

6) ¥V x,u 1'équation

(x-u)T=0

donne la solution

T=68(x-u)

7) La dérivée de 6'(x)
+o0

8 (X)f(x)dx = —f'(0)

—00

oo

8 (x — wWi(x)dx = —f'(u)

—00

f+008(k) (x — Wfx)dx = (—=1D)Xf®(u)

8)H' =8

La dérivée de la distribution de Heaviside est la

distribution de Dirac.

39
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3.4 POLYNOMES ORTHOGONAUX

Formule de Newton

[ee]

k! (k+n)!
(1—x)k+1=2 o

n=0

Démonstration

On va démontrer cette formule a partir d'une formule de
Newton:

|x|<1, VaeR

(1438 = 1+Za(a—1)(a—23ﬂ...(a—(n—1))Xn
# =K (1-x*!=

= k!

+k!;(_k_ Dk =2k 9. (k1= (o 1)
i Z(_Dn (k+ 1)(k + 2)(n1§ LR CLL)

[ee]

=k!Jrzk!(k+ D&+ 2DK+3) . (k+n)

n!

n=1

(="
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Z (k+n)'

Polynémes orthogonaux

On se donne une fonction p(x) définie et intégrable sur
[a,b] avec a<betab peuvent étre infinis (a=-c0 , b=+00)
et on suppose que p(x) = 0 positive ou nulle, dans le cas
d'un intervalle infini on suppose que tous les intégrales

b
VqEN, f x9u(x)dx convergent
a
Pour P(x), et Q(X) deux polynomes, On note

b
_[wmmwmmw=<w»

Une famille de polynémes {Pn(X)}nen, ol Py(x) est un
polyndme de degré n est dite orthogonale (sur [a,b] par
rapport a p(x)) si

Osim=#n
K,sim=n

b
LR&@%@N&MX={

K. se nomme la constante de la normalisation et on écrira
simplement

b
jmmm@m®m=m%n

Cette relation se nomme la relation de l'orthogonalité.
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Il n'est pas évident de montrer qu'une famille est
orthogonale et surtout de trouver la constante de la
normalisation K, .

Souvent pour montrer qu'une famille de polynémes est
orthogonale et trouver la constante K, on utilise la
fonction génératrice de la famille.

Définition : Fonction génératrice des Py(x).

Soit G(t,x) une fonction, on dit que G(t,x) est la fonction
génératrice des Pn(x) si

G(t,x) = Z P, (x)t"
n=0

Théoreme des fonctions génératrices

La condition nécessaire et suffisante pour que les
polyndmes P,(x) soient orthogonaux sur [a,b] par rapport
a u(x) est que l'intégrale

b
I=f G(t,x)G(t, x)p(x)dx

ne dépend que du produit tt' (pas de x).

En effet

b
1:] G(t,x)G(t, x)p(x)dx =



L i Z P, (x)t" 20 P, ():3t’m n(x)dx

= fb Z P, (x) Py ()"t ™ p(x)dx

n,m=0

i ben (%) Py, ()t ™ p(x)dx

n,m=0 a

0]

= z thg'm Jan(x)Pm(x)u(x)dx

n,m=0

[ee)

Z < P,|P, > tht™

n,m=0

Si la famille P,(x) est orthogonale alors, I ne dépend que
du produit tt' (pas de x)

[0¢]

I = Z < P,|P, > (tt)™ = I(tt)

n=0
Réciproquement

Si

[0¢]

1= Z ¢, (ttH"

n=0
alors

ch=Kp= <Pn|Pn>

43



3.5 POLYNOME D'HERMITE

Relation importante

<x — %)n f(x) = (—1)" eg @ <e_x22 f(x))

dx®
Démonstration

ona:
d _x? _x? x2 d
&<e 2 f(x)) =—xe 2f(x)+e T&f(x)
x* d x? d
—e2 —|e 2 = -
ez <e f(x)) xf(x) = f(x)
soit
dy, 2d(
—— =(— 7 — 2
(X dx) W=C1e dx <e (X)>
puis on recommence
4= (X dx) ()

d x*d [ x*
——\uy=(— 7 — 2
(x dx)u (-De ™ e u

44
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(x — i) f(x)

x* d x? d [ x*
=(— 1)e2 d—(e 2 (- 1)e2dx<e 2 f(x)>>
d\* , X d2 2
(x—&) f(x) = (—1)“e2 @<e 2 f(x))
on recommence encore
d
u= (x—&) f(x)
2 <2 42 X2
(x—%) u=(-1)>? e7%<e_7u>
(x—i) f(x)
, A d
=(-1) ezﬁ e 2 (—1)e2d— 2 f(x)
d 3 5 d3 %2
(x—d—) fx) = (-1) e2 F(e z f(x))

et on recommence encore, comme d'habitude a gauche, on
remplace f(x) par

f(x) = (X — %) f(x)

et a droite on remplace f(x) par
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£(x) = (1) ex7d3<e 5 f(x))
d'ot
d 4 x2 g4 £2
(x - &) £(x) = (=1)* e7@< ez f(x)>

(x—i) f(x) = (=1)" 72 d <e—§ f(x)>
X

Polynéme d'Hermite

Par définition, le polynéme d'Hermite est:

n

d
)

Voici quelques exemples

Ho() = (=1)" e

Ho(X) =1
Hi(x) = — e’ ((e‘xz)’) = — exz(—er_xz) = 2x

Hy(x) = e’ ((—2xe‘x2)’) = eXZ(—Ze_XZ + 4x2e_xz)
=4x* -2

Hy(x) = (( 2e7%" + 4x%e ‘XZ)’)
= —e*’ (4xe™ +8xe™ —Bx3e™™")
= 8x3 — 12x
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Note on a le coefficient dominant 2nx»

Propriété 1

n
2 XZ

B0 =7 (x— o) (@)

Démonstration

dy" 2 dn [
(x—&) f0 = (D" e? - <e 2 f(x)>

XI‘)

on utilise la formule avec

%2
fx)=e2

n x2 x2 dn
2

<x - %) € 2)= (-1 ez~— ()

dxn

2 n dn

e7(x-=) @D =(Dre —(e)

x? d\"
H,(x) =e2 (x - &> (e72)
C'est une autre définition des polynémes d'Hermite.
Propriété 2
H,(x) vérifie la relation de récurrence:
Ho(x) =1, Hi(x) = 2x

Hn(x) = 2xHp-1(%) - 2(n-1)Hp-2(X)



Propriété 3
Hi(x) solution de I'équation différentielle:
y'-2xy'+2ny=0 ,n=>0

Propriété 4 : de la normalisation
+00 ,
f H, (x)Hi(x) e™*"dx = Vmn! 2" &,
pour k=n
+00 ,
J H2(x) e*"dx = v/mn! 2"

Démonstration

Posons

Ne o
A, 00 = (M) = (—1) ()

A1 (%) = (—1)n—1(e—x2)(n—1>

A () = (D" ()™ = —A, 0

Calculons l'intégrale

+o0
f x¥A, (x)dx ,aveck<n

on fait une intégrale par partie

48



Xk N ka—l
{A,n—l(x) = _An (X) - _An—l(x)

+o0
f x¥A, (x)dx = [—XkAn—1(X)]J_r:

+00
+ kf x*71A,_; (x)dx

Comme An(x) est de la forme p(x)e_Xz ou p(x) est un
polynoéme, donc

. _ 2

lim p(x)e™ =0
X—+00
autrement dit

[—xkAn_1 (x)]t: =0

et on recommence avec

+o0
f x*1A, - (®)dx

ce qui donne

40 ~+co
J XA, (x)dx = k!f A, (x)dx

—00

49

mais A, _ (x) a une primitive de la forme p(x)e‘xzofj p(x)

est un polynéme, donc

+o0 ) too
f A, (X)dx = [p(x)e_X ]_m =0



finalement
+o00
f x¥A, (x)dx = 0, k<n
voyons pour k=n
400 +o0 5
f x"A,(x)dx = n!f e dx =nlVn
voyons pour H,
400 ) 4o
J H,(x)H,(x) e *"dx = f H,(®)A,(x) dx

Comme Hj,(x) est de la forme
Hu(x) =2nxn + ... +a

donc l'intégrale ne reste que le terme 2nxn

+o0 +oo
f H,(x)A,(x) dx = f 2"x"A, (x) dx = 2" n! Vi

+oo
J- H2(x) e dx = 2" n! V7
et bien siir on a
400 ,
f H, (x)H(x) e dx = 2" n! v/ 8§,

d'apres

50
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+o0
f XA, (x)dx =0, k<n

3.6 POLYNOME DE LAGUERRE

Définition : On appelle le polyndme de Laguerre de degré
p, de rang g le polyndme défini par:

L% (x) =

- e (e7*xP*9),p, q entier 0,1,2, ...

p = le degré du polynéme
q = le rang du polynéme

exemple et g2

Ly(x) = TR (e™x*)

(e™*x3) = (—e™*x3 + 3e7*x?)
(e*x3)" = e*x3 — 6e*x% + 6e*x

X2 —6x +6

13(0) = ——

Propriété et définition :

p
B (p+q)!
Lp (o) = ]Z:O(_l)k T

Démonstration

Ona
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p
(e *xP*+2)(P) = kZ(:) (D (e (xpt+a)(P—k)
o P (p+9q)!
= (—1Dke™ ) xP+a—(p—k)
kzzo(k) (p+q-(p-K)
p

_ p! _X(p Q!
_kz:ok( —or Y o

eXxd dP et ) = Z( 1)k (p+ ! Sk

o kI (p—K)!(q+K)!
exemple
) 3! 3! 3,
L0 = oo Tz T orm
6 6 1
1 - 2
L (x) =3 2x+ 2x

en particulier
n—I-1
L2460 = ) (-D
k=0

(n+1)!

k
M—1-1-K! 2 +1+Kk

Attention !!! certains auteurs définissent les polynomes de
Laguerre par

p
_ ((p+")?
Lp() = kzz(f—”“ (P—K)!(q+ KK X




donc ¢a change tout dans les formules !!!!

Fonction génératrice de L% x)

_L
T—X

G(t,x) = (1 a—pit

_t
e T—*

-0~ ;) Lp GOt?

Propriété 2 I'équation différentielle:
xy"+(q+1-x)y'+py=0

La solution est L% (%)

Formule de récurrence

xLy(x) = 2p+q+ DL — (p+ DL} (x) — (p
+ 1)L?3+1(x)

Relation d'orthogonalité

+oo ( 1
_X p+q)!

f L% (L) e™* x%dx = ' ps
0 p:
en particulier

i (p+o)!

q q - —

j(-) Ly )L, (x) e x9dx = ol



Démonstration

rappel intégrale :

+o00 q|
e yddu =
0 ad*

_t
e T—*

G(t,x) = ——
( ) (1 — t)q+1
est la fonction génératrice de L% (%) c'est-a-dire

t

e 1

— q
a—nort - PRHOL
p=0

CXud o
iciona: p(x) = {e OXsi )S(lz 3 0 , [a,b]=[0,+o0[

Calculons

+oo
I=f G(t,x)G(t, x)p(x)dx
0

t t
e 1-t e 1-t

t ,t
x e Tt 10

-0l (1-t)1 ° * T[a-na-nr

t tl 1 _ 1—tt, X
e Tttt e (A—D(-t)

- 0a-0F " ~[d-na-opar

posons

54

q = —Xxq
16 X



o 1-tt
“a-oa-0)"

1 +o00 q|
= “Upddy = ————— = I(tt’

or cette fonction I(tt") se développe en série entiére

(q+ p)'
(1—tt ya+i Z (et)P

donc d'apres le théoréme on a

(q+p)! 49
p = =< Ly >
+o0 ( 1
Ayt e _(p+q)!
f Ly ®)Lg(x) e x9dx = ' 8ps
0 p:
oo +q)!
f L% (X)L% (x) e *x9dx = G
0 p!

Propriété de normalisation

(p+ q)'

+o00

f Lq (X)Lq (x) e*x9%ldx= (2p+q+1)
0

Démonstration

+oo
J L% (X)L% (x) e *x9%1 dx =
0
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400
=f Lq (XL )e_qu dx =
0
avec la formule de récurrence, ¢ca donne

+o0
= fo Ly[@p+q+ DLy — (p+ Ly ; — (p
+ 1)L?3+1] e *x49 dx

+o0
= f 2p+q+ 1)L%L%e‘qu dx
0 oo
— f (p+ qLyL} ;e *x% dx
0
— (p+ DLILY e™*x9 dx
p plp+1
0

D'apres la relation d'orthogonalité, il ne nous reste que le
premier intégral

(p+ q)'

+0o0
= f (2p+q+ DLiLje™x%dx = (2p+q+1)
0
Propriété 3 :
p
HEEDWHEE
k=0

Propriété 4 :

LG =157 00 — 155 ()
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Propriété 5:

d
o Ly(x) = —L%tll x)

3.7 QUELQUES INTEGRALES CONNUES

Voici quelques intégrales que nous aurons besoin

400 Xm—l
Jo ry— dx = {(m)I'(m)

Démonstration

Rappel :
1

)= —
n=1

+o00
I'(s) =f xS~ le™*dx
0

ona

X = ———ax
0 EX - 1 0 1 - e_X
or




+0o0 Xm—1e—x +o0 had
f mdx — f Xm—1 (2 e—(n+1)X)dX
0 0 n=0

[} +oo
— Z f Xm—le—(n+1)xdX
n=0"0

on pose

dt
Tn+1l

m—1_,—t
Zf n+1 n+1) e dt
=
m-—1_,—t
Z(n+1) ,];) t e dt
(o) 1 B
Z—mj tm—le~tdt

400 Xm—1
| ey = gmrm

(n+1)x = t=>x—— dx=—

Un cas particulier

+0o0 X3 4
fﬂ S dx = I = % 31 =

4

T
15
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4 LE FORMALISME DE LA
PHYSIQUE QUANTIQUE

4.1 LA RENCONTRE DU PREMIER
TYPE

La premiére propriété de la Physique Quantique que 1'on
rencontre est la suivante:

(4): Le résultat d'une expérience est différente a chaque
fois qu'on répete l'expérience ! et en plus ceci est
completement aléatoire ! (suivant une certaine
probabilité).

Autrement dit, on fait une expérience E sur un systéme
quantique (Q :

—0n réalise la ler fois I'expérience E, on trouve le résultat
a,

—0n réalise la 2éme fois la méme expérience E, on trouve
le résultat b,

—0n réalise la 3éme fois la méme expérience E, on trouve
le résultat c,

et ceci de fagon aléatoire c'est-a-dire on tombe sur a avec
une probabilité prob(a), sur b avec une probabilité
prob(b), sur c avec une probabilité prob(c), ....
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C'est vraiment étrange , ceci trouble profondément
Einstein, "il manque quelque chose" disait-il, car "Dieu ne
joue pas aux dés !!"

En tout cas c'est 1'une des caractéristiques de la PQ
(Physique Quantique). Ceci dit, le travail suivant c'est
trouver un formalisme mathématique associé a la
propriété (4), c'est-a-dire qui décrit la propriété (4).

Pour simplifier on suppose que l'expérience E ne donne
que trois valeurs réelles a, b, ¢ €R.

Voici le formalisme proposé par Bohr (et son école de
Copenhague) nommé formalisme de Copenhague.

- On prend le combinaison linéaire de a, b, c:

aa+fBb+yc ;aveca,B,y €C

on pose

U=aa+fb+yc

- Et par définition

ba) x| ?

roo(a) =

P o2+ [BIZ + [y[?
|BI?

rob(b) =

prob(®) = {1 + P2
2

prob(c) = v

lal? + [BIZ + |y]?
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ces probabilités s'appellent la regle de Born c'est lui qui a
proposé ces formules d'apres ses calculs et les données
des expériences.

passons par la notation Dirac

U, a, b, c seront notés |>, |a>, |b>, |c> on dira alors |{>,
|a>, |b>, |c>sont des états de Q. |a>, |b>, |c> sont des
états ayant une valeur bien définies a, b, c et |{/> est un
état qui n'a pas de valeur bien définie, c'est un état de
superpositions des états |a>, |b>, |c>.

|y> = afa>+Bb>+y|c>

Pour Bohr, avant la mesure de () (avant de trouver le
résultat) le systéme est dans I'état |>, apres la mesure de
Q par exemple on trouve le résultat a, le systeme passe
alors de I'état |{> a I'état |a>.

En résumé, le formalisme de Copenhague dit:

Avant la mesure, le systéme est dans 1'état |/>, apres la
mesure, par ex on trouve b, avec la probabilité :

1BI2
lal? + IBIZ + |y]?

prob(b) =

Le systeme passe de I'état > a I'état |b>

Si on refait immédiatement la 2éme mesure apres la ler
mesure on trouve bien stir encore b, le systeme est
toujours en état |b>.

ce qui traduit bien mathématiquement la propriété (4).
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Bien que ce formalisme marche depuis 1930 sans aucun
probléme mais il pose énormément de probléme de
logique, de concepts etc.....

Voyons un peu quelques uns :

1) C'est expression aja> + |b> + y|c> qui pose un
probléme.

-Physiquement comment est 1'état |{y> cad I'état de
superposition ?

-Physiquement est-il accessible ? observable en
laboratoire ? sinon comment est-on siir ce genre d'état
existe ? Logiquement cet état n'est pas observable car une
observation est une mesure !

2) La mesure perturbe I'état du systéme : la mesure fait le
systéme passer brusquement de I'état |[{y> a 1'état |a> (par
ex). Donc physiquement que se passe-t-il ? de I'état |yr> a
I'état |a> que se passe-t-il réellement ?

3) L'évolution de |{/> a |a> n'est pas unitaire ! en |a> on ne
sait pas d'ou on vient ! (non déterministe)

4) Une simple observation (mesure) du systéme change
I'état du systeme, donc un chat, un chien regarde le
systéme change-t-il I'état du systeme ?
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4.2 L'ESPACE DES ETATS

On se place dans un espace-temps de la relativité
restreinte et on fixe un référentiel inertiel R, une fois le
référentiel R fixé on peut définir la simultanéité de deux
événements, donc en physique quantique tout se passe
dans un espace-temps avec un référentiel inertiel fixé.

Soit Q un systéme quantique, a chaque instance t le
systéme a un état Y(t), le systeme est décrit par Ji(t) et
I'ensemble de ces états forme un espace de Hilbert H
complet et séparable .

On note Y(t) par [Y(t)> ou simplement |{> un ket
notation Dirac

[y> €eH

Le systéme Q) peut se caractériser par plusieurs grandeurs
physiques mais pour simplifier nous dirons qu'il est
caractérisé par une seule grandeur physique G, c'est-a-dire
G est une grandeur pertinente pour le systeme. Et G peut
prendre des valeurs réelles distingues non-dégénérées(?)
g1, 82, -, &, .. en nombre fini ou infini dénombrable (nous
verront plus tard le cas continu).

Ala grandeur G on associe un observable G défini de la
facon suivante :

Glg > = gilgi >

gi est donc la valeur propre (non-dégénérée) associée au
vecteur propre |gi>
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Les états |g1>,|g2> ,...|g> ,-.. sont nommés les états propres,
les états qui ont une valeur bien définie g1, gz, ... gi, .-

Et on définit les { |gi> }i comme une base orthonormée de
H de la fagon suivante :

<gi|gj> = 8 (symbole de Kronecker)

donc G, sous la forme matricielle, dans la base { |gi> }i

/g O
G=(: =~
0 e gn

Remarque : Dans cette formulation (formulation de
Schrodinger) I'état |{/(t)> dépend du temps t, et les
observables A (opérateur auto-adjoint) sont indépendants
du temps. Dans la formulation de Heisenberg I'état | /> est
indépendant du temps mais les observables dépendent du
temps A(t) .

Le produit scalaire de |{/> et |x> est noté

<Ulx>

<ylx>= le!i*xi

on pose

< y| = (Y1, P35, 3, ...) unbra, vecteur ligne
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(o)

lx > = | x3 | un ket, vecteur colonne

On peut regarder le bra <{y| comme une forme linéaire qui
a tout vecteur [x> associe un nombre : le produit scalaire

<ylx>

Lanorme de
[Wl1? = <g|p>
Wl =< Wwlp >

4.3 LE POSTULAT DE LA MESURE

Soit [{r> un état de Q alors on a:

>= ) wlg >

1

La mesure de la grandeur G (quand le systeme () est dans
I'état |>), en abrégé la mesure de (, prend I'une des
valeur g; de facon aléatoire suivant une certaine
probabilité, cad un coup on tombe sur g;, un coup sur gs,
un coup sur g, .... avec la probabilité :

o |2
prob(g;) = prob(|g; >) = m
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Si on trouve gi, on passe alors de I'état |[> al'état |gi> (il
y a une réduction du vecteur d'état [{y>) et si on refait
immédiatement la mesure on trouve encore g; et on est
toujours a I'état |gi>

Remarque: |> et a|> avec a€C représentent le méme
état physique.

(=) NOTE : On a supposé que les valeurs propres sont non-
dégénérée c'est-a-dire les espaces propres E; sont de
dimension 1. Sil'une des valeurs propres est dégénérée,
g3 (par ex) et dim E3 = 2 alors on a:

Glu>= gslu>
Glv>= g3lv>

{lu>, |v>} base de E3 et
|gz> =h|u> + k|v>

asz|gs> = ash|u> + azk|v> = alu> + B|v>

d'ou
P> =... +(a|u> + B|v>)+...
alors on a:
la]? + |B|?
prob(gz) = ————5—
’ IR

et 1'état |[r> devient I'état (oju> + B|v>)
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Commentaire

Cette regle est vraiment étrange, et elle fait couler
beaucoup d'encre ...

A. Le caractere aléatoire des résultats

1. Le résultat de la mesure change tout temps ! un coup
c'est g1, un coup c'est g¢, le coup suivant c'est gs .... c'est
vraiment étrange on ne trouve pas le méme résultat pour
la méme expérience !

Par ex si on fait passer un électron e- a travers un petit
trou A pour aller a l'écran E, a chaque répétition de cette
méme expérience 1'électron atterrira aux différents
endroits a, b, ¢, ... et en plus c'est completement aléatoire !

E

Le caractere aléatoire des résultats choque profondément
Einstein. Il pensait qu'il manque quelque chose au
formalisme quantique pour le rendre déterministe.
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2. Que se passe t-il si deux expérimentateurs O; et O;
mesurent simultanément le systeme ? comme le résultat
est aléatoire, il se peut que ces deux expérimentateurs ne
trouvent pas la méme chose, par ex 01 trouve gz et O
trouve g7 !! au méme instant on a 2 états différents !!

Voyons ce qui se passe:

[. Sile systéme Q est irréductible (non composé) alors il
est impossible de brancher deux appareils de mesure sur
le méme point A, car en un point de I'espace ne peut
occupé deux objets au méme instant.

IL. Si le systéeme () est réductible il est alors composé de
deux sous-systéme A, B :

— Si A et B sont indépendants (non intriqués) Q={{A},{B}}
alors on peut bien siir brancher en méme temps deux
appareils de mesure sur A et B, et ¢ca peut donner des
résultats différents , mais il n'y a pas de contradiction car
on ne mesure pas {1 mais les sous-systéme A et B!!l.

— Si A et B sont intriqués (non indépendants) Q={A,B}
alors on peut brancher en méme temps deux appareils de
mesure sur A et B, et les résultats sont toujours identiques
a cause l'intrication .

B. La réduction des composantes

Immédiatement aprés la mesure on passe brusquement de
|'état

Zailgi >

1
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al'état
|gi>
ce qui est vraiment perturbant.

En physique classique 1'acte de mesure est passible il
transmet simplement la valeur du systéme, par ex une
voiture qui roule a une certaine vitesse, si on la mesure et
on trouve 100km/h c'est qu'avant la mesure la voiture
posséde déja la vitesse 100km/h, cette vitesse vaut
toujours 100km/h que I'on la mesure ou non.

En physique quantique c¢a se passe autrement, l'acte de
mesure n'est plus passible, il perturbe le systeme ! parce
qu'il y a une interaction entre le systeme et 1'appareil de
mesure, ce qui fait que si on trouve 100km/h on ne peut
pas dire avant la mesure la vitesse vaut 100km/h mais
alors si ce n'est pas 100km/h c'est combien ?, et pourquoi
on trouve 100km/h pourquoi pas 217km/h ? bref ... c'est
bizarre ... En fait on ne sait pas !! la vitesse n'est pas définie
avant la mesure !! on dit que la vitesse est en
superposition elle n'a pas de valeur bien définie !!!

Par ex
|lu> = |g1> + |g2>
On ne peut pas avoir |u> dans sa totalité ...

I'état |[u> n'a pas une valeur bien définie parce qu'on n'a
pas utilisé la bonne grandeur pour mesure |[u>. On montre
qu' il existe une grandeur F dont |u> a une valeur bien
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définie mais |g1> et |g2> n'ont pas une valeur bien définie
pour la grandeur F .

4.4 VALEUR MOYENNE DE G

Le résultat de la mesure étant aléatoire, donc quelle est la
valeur, le nombre ou le chiffre qu'il faut utiliser pour
couper un tige par ex ?

Eh bien, on va utiliser la valeur 'moyenne’ de G (dans I'état

V)

< G >d£f Z g prob(g) e g ﬂ
- 1 1 1
- — 7 Yk lo|®
2
- Lo los
o> sl
2k o]
ona

- < Y|G|y >
G>= — "
DRERP TS

en effet

1

:<Zai|gi >|Zaja|gj > :<Zai|gi >|Zajgj|gj >
. ]. . ].

1 1

<Y[GI>=< ) wlg >16 ) «lg >
j



= za? o;g; < gilg; > = za;‘ aigi = z:gi|0(1|2
7

i) i

et
<Y > = ey ?
k

en particulier si on prend un état normé ¢a donne
<G>=<y|Gly>
La valeur moyenne de G (dans 1'état ()

Propriétés des valeurs moyennes d'un observable

1l.aeC,<a>=a

22<A+B>=<A>+<B>

3.<aA>= a<A>

4. < A > estréel, en effet:

<A> = <p[A|y> = <A Y| y> = <Ay|y> = <|Ap>
<A> = <1|J|K|q1>*= <K>*

L'écart-type

AA = ’<K2> - <IAI>2

on a:
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5.<(A—<A>)?>=<A?-2A<A>+<A>*>
=<A>-2<A><A>+<A>?
=<A>-<A>?

6.4 = A—< A >, 3 est autoadjoint

at = A—<A>)' = Atf—<A>=A-<A>= 32
Relation des dispersions

Soient A, B deux observables non compatibles
([A.B] = AB - BA = 0)

calculons la norme de

(A — ixB)|y > avec xER

<(A — ixB)y|(A — ixB)y >

<(Ay — ixBY)|(Ay — ixBy) >

(A — ixB)(A — ixB) = A> — ixAB + ixBA —i*x*B?

= B2x? —i[A, B]x + A?

passons nous par la valeur moyenne

~2 2 -2
<B >x + <-i[A,B]>x+<A >

d'une part —i[A, B] est un opérateur autoadjoint donc sa

72

p ' 52 .
valeur moyenne est réelle, et d'autre part <B > =0 puisque

c'est la norme ||Bys||. On a une inéquation de seconde

degré a coefficients réels
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<8’ >x2+ <—i[A\,/B\]>x+<1’§2> 20
donc le discriminant doit étre <0
<-i[§]§]> — 4<A’> <B’> <0
<A’> <B’> > i<-i[A\,B\]>2 (=)

Posons maintenant

)
)

a=A-<A>

o
oe)
os)

=B—<b>

i et b sont autoadjoints donc on peut appliquer la formule

(=)

d'ou:
3%> :<(A-<1’§>)2> =< AZ-ZA<K>+<A>2>
<a’>=< A > - <A>% = (AA)?
de méme pour b
<b’>=<B’>-<B>2= (AB)?

calculons [3, b]
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[4,b] = ab—ba
= (A—-<A>)(B-<B>)
—(B—<B>)(A-<A>)
=AB-A<B>-<A>B+<A><B>
—-BA+B<A>+<B>A-<B><A>
finalement
[4,b] = [A, B]

d'ou I'inégalité des dispersions

~ oo 1
AAAB = S |<[AB]>|
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5 POLARISATION

5.1 POLARISATION DE LA LUMIERE

La polarisation de la lumiére est découverte par Malus en
1808, c'est une propriété, une caractéristique de la
lumiére comme la fréquence v, I'énergie E ...

Polariseur horizontal

Lumiére entrant

s

Lumiére entrant Poliseur vertical

lumiére polarisée verticale

/
lumiére polarisée
/ =

La lumiére polarisée
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Onde électromagnétique

La lumiere est une onde électromagnétique (E,B), la
polarisation est la facon que E oscille dans le plan
perpendiculaire a la direction de propagation (plan
d'onde).

On regarde E dans le plan z=0

Supposons que la lumiére se propage dans la direction z,
alorsona

E, = a cositkz — wt)

E =<{E,; = bcos(kz — wt — @)
E, =0
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a,b =constantes réelles, k=nombre d'onde, w=pulsation,
=phase

On regarde le champ E dans le plan z=Cte par ex z=0, ¢ca
donne

£ E, = acos(—wt) = a cosliwt)
- {Ey = b cos(—wt — @) = b cosi{wt + @)

Polarisation linéaire

C'est dans le cas =0 ou @=1

o (p=0

{EX = a cosifwt)
E, = b cosi{fwt)

Ey

Ey

zizcte

donc E a une direction fixe.
7=

E, = a cosifiwt)
E, = bcos(wt + m) = —b cos(wt)

—~——

rm

X

a
= = Cte
Ey

la aussi E a une direction fixe. La polarisation linéaire
signifie que la téte de E décrit en segment.
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Polarisation elliptique

{ E, = a cosi{wt)
E, = b cosifwt + ¢)

EX _ ore) t
<= cosifiwt)
E

k?y = cos(wt + ¢) = cos(g) cos(wt) — sin(p) sin(wt)

( E -
(;X)2 = cosZfiwt)

A

-2 = cos( )B—sin( ) sin(wt)
\'b ) A

E 2
(f) sin(@) = cos?(wt)sin? (@)
( y

— cos(p) %)2 = sin ?(¢) sin *(wt)

E E,
sin?(¢) + (FY — cos()—)* = sin’(p)
2 2

Ex2 s 2 EY EXEY 2 EX)
a) sin ((p)+(b> -2 - bcos(cp)+cos (p(a

= sin’(¢)

Eq\2 /Ep\° Ey E
(;X) + (Fy) — 2 cos(¢) ;XFY —sin?(@) =0
b?EZ + a?EZ — 2ab cosg E,E, — a?b%sin’p = 0

c'est 1'équation d'une ellipse.



ax*+by?*+cxy+dx+ey+f=0

La polarisation elliptique signifie que la téte de E décrit
une ellipse.

Polarisation circulaire

a=b et ¢=1/2 (droite, le champ E tourne dans le sens
horaire)

E2 + E}% = a“ (I'équation d'un cercle)

a=b et @=-1m/2 (gauche, le champ E tourne dans le sens
anti-horaire)

EZ +Ef = a?

Retrouvons la polarisation linéaire
ol (p=0

b2EZ + a®EJ — 2ab ExE, = 0

(bEy — aEy)? = 0

E, =—E

a
b Y

o =T

b2EZ + a®Ey + 2ab EE, = 0
(bEy + aEy)? = 0

d
Ex=—rEy

79
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La polarisation circulaire signifie que la téte de E décrit
d'un cercle.

Résumons : Il y a 3 facons que le champ E oscille dans le
plan perpendiculaire a la direction de propagation:

a linéaire (¢=0,m), circulaire (¢p=m/2, -/2), elliptique.

Polarisation linéaire, circulaire, elliptique

La polarisation est une propriété intrinseque de la
lumiere.

5.2 POLARISATION D'UN PHOTON

Comme la lumiére est composée de photons, donc le
photon lui méme posséde une polarisation, c'est une
propriété, une caractéristique du photon comme la
fréquence v, I'énergie E, etc...
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La polarisation du photon est la facon que le photon
"oscille" dans plan perpendiculaire a la direction de
propagation, c'est un vecteur

On utilise un polariseur pour mesurer la polarisation du
photon, un polariseur A, (suivant la direction a), donne
deux sorties : a et al (=orthogonale-direct a a) , par
convention la sortie a vaut +1(transmission) et la sortie al
vaut -1 (réflexion). On prend alors un polariseur Ay c'est-
a-dire suivant Ox (horizontal) donc Oy=vertical, Oy L Ox,

1
1] A,
/ - =
X
Polariseur Ax

Donc si le photon est sorti du c6té +1, ¢a signifie que le
photon est polarisé suivant x, du c6té -1 le photon est
polarisé suivant y. Soient g la grandeur polarisation
(suivant x) qui ne peut prendre que deux valeurs +1 et -1
et 9, 1'observable associé :

B, Ix>= x>
. ly>=-ly>

ou |x>1'état de polarisation horizontal, |y>1'état de
polarisation vertical.
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—_—_—— = - T - —— —_ - ._‘}.
X y u
On pose
|U> = afx> + Bly>, avec o, €C et

H =vect {|x>,]y>} c'est un C-esv (=C?), l'espace des
polarisations, et {|x>,|y>} une base orthonormée de H.

exemples

Un photon § est polarisé suivant u (polarisation linéaire),
¢a signifie que son vecteur de polarisation est dans la
direction u.

Le photon § est polarisé suivant la direction u
|u> = cosB |x> + sinB |y>
ou 0 = (X;u) = angle(x,u)
et d'autres états de polarisations

|[+>= x>+ |y>)

1
ﬁ(l

1
|-> = 251> - Iy>)
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ou encore le photon peut se mettre aussi en polarisation
circulaire droite |d> et circulaire gauche |g>.

|d> = (x> +ily>)

1

7l
1 .

|g> = 7(Ix>-ily>)

La polarisation elliptique

|C> = cosB |x> + el¢ sinB |y>

Si le photon ¢ polarisé suivant u. Cet état s'écrit dans la
base {|x>,|y>}

|u> = cosB |x> +sin@ |y>; ou 6 = (X;1)
—La probabilité que § sort suivant x est
prob(x) = cos?0 = |<x|u>|?

et immédiatement aprés la mesure 1'état |[u> passe a I'état
x>

pour prob(x) on note aussi prob(|x>) probabilité d'avoir
l'état |x>

—La probabilité que § sort suivanty est
prob(y) = sin?0 = |<y|u>|? = prob(|y>)

et immédiatement aprés la mesure 1'état |[u> passe a I'état
ly>

on écrit aussi
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prob(]y>) = sin?@ = |<y|u>|? ; probabilité d'avoir I'état |y>.
Soit un photon & polarisé en u

|u> = cosB |x> + sinb |y>

On va mesurer & par le polariseur A, , a = (X;a)

v u

X

pour ¢a il faut exprimer |[u> en fonction de |a> et |[al>on a
|u> = cosO |x> + sinf |y>

|x> = cosa [a> - sina |at>

ly> = sina |a> + cosa |at>

d'ou

|u> = cosB |x> + sin0 |y>

|u> = cosB (cosa |a> - sina |a1>)+sinb (sina |a> + cosa
|at>)

=cosB cosa |a>-cosb sina |al> + sinB sina |a> + sinb cosa
|at>)
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|u> = (cosB cosa + sinB sina)|a>+(sind cosa-cosO sina)|al>
|u> = cos(0-a)|a>+sin(0-a)|al>

ainsi la probabilité que & sort dans la voie +1 est:

prob(+) = prob(a) = prob(]a>) = cos*(6-a)

dans la voie -1 est:

prob(-) = prob(at) = prob(|at>) = sin?(8-a)

Note : D'apreés le dessin on peut voir tout de suite que

|u> = cosu |a>+sinp |at> avec o+ =0 d'ou le résultat.

Si on pose
5 1 0
l:)X = |X><X| = (0 0)

P, =|y><y|= (8 (1))

LesP,, ’Py sont des projecteurs sur les espaces propres E1,
E.q.

On remarque

B+B, =1
P, = |u><ul

P, x> = Ju><u|x> = (cos® |x> + sin6 |y>) cos

P, |y> = lu><u|y> = (cos@ |x> + sin® |y>) sin®
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2 .
P = lus<ul = cos“0 sin® cos0O
u =l | (cose sin0 sin?0 )

Calculons la valeur moyenne de g’éx en état u.

<p,>=<ulp,|u>
~ /1 0
Px‘(o —1)

e.91()cos(9_ 0 .ecose
(cos0 sind) ( —1)(sin9)_(cos _Sm)(sine)

= c0s2?0 — sin?0 = cos20
<fp.>=<u|, |u>=cos20

Remarque : I'espace Hilbert des polarisations est
beaucoup plus grand que la polarisation réelle.

|u> = cosB |x> + sinB |y>; polarisation linéaire

|d> = |x> + i|y>; polarisation circulaire droite

|g> = |x> - i|y>; polarisation circulaire gauche

|u> = cosB |x> + ei®sinB |y>; polarisation elliptique
|U> = a|x> + B|y>; avec o,3 €C; cas général

Note : Ici on voit qu' un C-espace vectoriel est nécessaire
car si on prend un R-espace vectoriel, on ne peut pas
coder les polarisations gauche, droite et elliptique.
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6 L'EXPERIENCE DE STERN-
GERLACH

6.1 MOMENT MAGNETIQUE, MOMENT
CINETIQUE ORBITAL

Un électron posséde ce qu'on appelle un moment
magnétique (aimant, boussole, boucle de courant, ...) peta
chaque moment magnétique p on associe un moment
cinétique orbitale L par la relation suivante.

w4
M= 2m,

ou q=1,60219.10-1°C la charge élémentaire et
m.=9,10953.10-31kg la masse d'électron

On peut se demander d'ou sort cette formule ? comment la
trouve-t-on ?

On peut retrouver cette formule par le stratageme suivant:

On prend un électron de charge -q de masse me ayant un
mouvement circulaire uniforme de rayon r, au tour du
noyau a la vitesse v. Dans ce modéle boucle de courant on
a:

Le moment cinétique orbital L vaut
L =mer Av = (merv) u ; (u=vecteur unitaire)

et le moment magnétique p vaut
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i = (IA) u ; I=courant, A=aire de la boucle

-q_-qv L
I == T:
T o période

-qvime
2m, ru

-gqv
p=(G ) u=(

__q
H 2m,

Note : C'est un stratagéme, car dire que 1'électron tourne
autour du noyau en orbite est faux ! en effet un électron
qui tourne autour du noyau d'apres les lois
d'électromagnétiques il rayonne (=crée un champ
électromagnétique = émet de la lumiére) donc perd de
I'énergie et finit par tomber sur le noyau !! et on aurait
plus d'atome !!l .....

Ce n'est pas une démonstration rigoureuse mais
simplement un stratagéme pour retrouve la formule, c'est
tout !

Le moment magnétique p est détectable par un champ
magnétique B, on peut donc le mesurer, le connaitre et par
conséquent on peut calculer L par la relation ci-dessus
puisque q et me sont connus.

L provient des mouvements de 1'électron dans I'atome, ou
plus tot de 'organisation de 1'électron par couches dans
I'atome vue qu'on ne sait toujours pas comment 1'électron
bouge dans l'atome !.

Pour un atome, il faut sommer les p sur tous les électrons
de I'atome.
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u=zui
i

Donc le moment magnétique p de I'atome provient du
moment cinétique orbital L des électrons, certains atomes
n'ont pas de L, L=0 (I'organisation des électrons sur les
couches annule L, L=0) donc pas de moment magnétique
=0 comme l'atome d'argent.

Un moment magnétique p placé dans un champ
magnétique B subit un couple I et une force F donnés par:

'=pAB

E, =-uw.B énergie potentielle

F = -V(Ey) = V(1B)

La force dérive d'une potentielle.

L'expérience de Stern-Gerlach

On envoie des atomes d'argent dans une zone ou régne un
champ magnétique B inhomogéne dirigé suivant 1'axe z
(orthogonal a la vitesse des atomes), on va nommer cet
appareil SG, . On mesure la déviation des atomes en
regardant leur impacts sur un écran.

Les atomes envoyés ne portent pas de moment cinétique
orbital L, L=0 donc pas de moment magnétique
pu=— 4 L =0non plus, donc aucune déviation prévue on

2me
devrait voir une tache au milieu de 1'écran,
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Mz
[ I"’I'.:.
A 5G,
L} = T A
.—HD

On devrait voir

or on observe deux taches symétriques en haut et en bas
mn

,Tl-lz

TH,
A 5G, /

At

| Wy

Mais ce que montre l'expérience

Pour expliquer la déviation on peut imaginer que les
atomes possedent un nouveau type de moment cinétique
S, qui engendre un nouveau type de moment magnétique
Us par la relation



Us=7Ys S

dans ce cas, le moment magnétique ps subit :
d'un couple

['=pusAB

et d'une force

F=V(us.B)

Montrons que F vaut :

et

0B,
F,=u, E

Hx
ou g = | Ky
e

Démonstration

Le théoreme des moments cinétiques dit :

ds _
dt
ds L AB
T Hs
d(ysS)
= —YsB A s

dt



—— = ~YsBAus

Mouvement de préssesion

On reconnait I'équation du mouvement de presserions,
ainsi ¢ca montre que ps prend un mouvement de
presserions autour de B avec une pulsation w

w =-ys ||B]

Comme i et [y décrient un cercle dans le plant Oxy, en
moyen ils valent zéro <p,> = <py> = 0 on peut donc
négliger px et |y c'est-a-dire prendre px = py =0

et u, =Cte
Hs.B = WBx +1yBy +1.B;
Us .B= |J-ZBZ

d'autre part, par construction

92
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9B, 0B,
=0,—=0
x dy
0
0
V(lls- B) = V(uZBZ) = aBZ
2 a_
Z

ce qui montre que la formule

9B,
F=F, = IJ'ZE

Pour simplifier 1'écriture on notera

Mo = [[ps|

Ca explique la déviation (a cause de I'existence de L), mais
¢a n'explique pas la déviation en deux taches symétriques
en haut et en bas !!! en effet, en sortant de la source A, le
moment magnétique s a une direction quelconque il subit
la force F,, donc les impacts devraient se trouver entre les
deux valeurs +up et -l
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On devrait voir ¢a

Or ces impacts se trouvent tous en +o (avec la probabilité

1/2) ou -y (avec la probabilité 1/2) et rien entre les deux
m

Résultat de I'expérience

Il faut donc accepter que les atomes d'argent possédent un
nouveau type de moment cinétique S nommé spin et il est
quantifié et ne peut prendre que deux valeurs + et - .

Dans le cas général on a:

] (moment cinétique) = L. (moment cinétique orbital) + S
(spin)



i (moment magnétique) = p, (moment magnétique
orbital) + pus (moment magnétique spin)

J=L+S

Hy = — L

Hs = ——S

=ML+ Us
Dans le cas de I'atome d'argent on a:
L=0d"oup,=0donc

= ps
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On peut penser qu'en sortant de A, les atomes ont tous un
Us suivant z, ce n'est pas le cas, car si on tourne l'appareil

en direction x, SGx on trouve de nouveau tous sur +[l
(proba=1/2) ou -y, (proba=1/2) et rien entre les deux !!
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/
A — :_fj M,
[+ - { \\
p—x/ Ho

Et c'est pareil pour la direction y, ou u une direction
quelconque !!.

L'appareil SG, ressemble beaucoup au polarisateur A, .

On va faire l'expérience Q suivante, on place les SG, et SGy
comme indique le fig

On pose |po>; = |2>, |-po>, = |-2>

I'I.i_
Q) | e (1)
|2> 56: ’

|5 (1/2)

On partde ps, on le fait traverser un SG; et on selecte |z>
puis on le fait passer dans SGy : I'expérience montre qu'on
a ala sortie 50% |x>et 50% |-x>
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et si on continue ... on select |x> et on place un SG; comme
indique la fig

T) . e i

[T A K s e

Y |-z=
I'expérience montre qu'on a a la sortie 50% |z> et 50%
|-z> !
Si on observe bien, la mesure modifie le systeme !! en effet

a (Q) — avant d'entrer dans SGx notre état est |z>, le
résultat de la mesure est |x> ou |-x> ¢a signifie que I'état

|z> devient a|x> + [3|-x>!!

a (T) —» avant d'entrer dans SG, notre état est |x>, le
résultat de la mesure est |z> ou |-z> ¢a signifie que 1'état

|x> devient a|z> + B|-z> !!

D'apreés cette expérience, on peut considérer que l'appareil
SG; mesure la grandeur p, d'une particule et que p, ne peut
prendre que deux valeurs + et -lo, et I'observable i,
posséde deux valeurs propres +o et -Lo .

SG, ressemble au polariseur A,
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|z= a
SGZ ol Ai /
"
\_\3

|-z=

L

a

Avant d'entrer dans la machine SG, I'état |{> vaut

[W> = a|po>z + Bl-po>z

puisqu'on n'a que deux résultats +ug et -y (d'apres la
regle de Born) par conséquent l'espace de Hilbert H des
états est de dimension 2, et que |po>; = |z>,|-po>; =|-z>
forment une base orthonormée de .

Comme l'axe z ne joue aucun réle particulier, les mémes
considérations pour i, Wy ... les deux observables fi, , i,
eux aussi chaqu'un a deux valeurs propres + et -l , et
{Ix>,|-x>}; {ly>,|-y>} forment aussi des bases
orthonormées de H.

On va choisir |z> et |-z> comme base (orthonormée) de H,
et voyons comment les autres états |x>, |-x>,|y> et |-y>
s'expriment en fonction de |z> et |-z>.

Allons y
|x >=a|z> + B|-z>
a =rei, r>0,a€[0,2m[

B = peit, p>0, be[0,21[



onposeb-a=¢@

|x >=r|z> + pelo |-z>

car |x > et e'ia |[x> donnent le méme état physique
donc on peut imposer a=r >0

finalement les conditions:

{IO(I2 +IBI* =1

a € Rt
prob(po) = 1/2

prob(-o) =1/2

L
V2

BI2=1/2= |8l =3

|a|? =1/2 = a = —= car a est réel positif

x> = \/Lf (|z> + eiv|-z>) (1)

on pose ei¢|-z> = |-z'> puis on renomme |-z'>en |-z>

|x >= |z> + |-z>)

1
7 (

Pour la base {|z>,|-z>} on arrive a (%) donc pour la base

{lz>,|-z'>} on arrive a (@) aussi,
|x >= % (|z> + eie]-z">)

autrement dit

99
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1 .
% > == (17> + el0]-2)

or
<x|-x>=0

11 11 e
N A R A
ele=-1

1
|-x > = NG (|z> - |-z>)
Pour |y>
ly> =7 (12> + ew|-2>)

si on fait passer I'état [x> dans la machine SGy, on trouvera
|y> (prob =1/2) ou |-y> (proba=1/2) donc

x> = aly> + B|-y>

avec prob(y)=|a|*=1/2

et a = <x|y>
d'ou
2_1
|<xly>? =
11 1 1

| ==+ =9l =2

i V2



101

1 oz 1
ZI 1+ e (Pl = E
(1+ e®)(1+ e ?)=2
(2+ e?+ e79) =2
el? + e7lo =0
2coscp:0=>cp:i% = el
d'ou
1 .
ly>= (12> *il-2>)
comme |-y> est orthogonal a |[y>on a
1 —.
|-y > =% (12> F i]-2>)
pour avoir une base (x,y,z) orthonormée directe on choisit
1 .
ly >= " (|z> +i]-z>)

1 .
|-y >= % (|z> - i|]-z>)

résumé
1
[x >= —2 (|z> + |-z>)
I 1
x>= = (2> |2>)
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1

ly >= — (|z>+i]-z>)
I V2
1

-y >= — (|z>-i|-z>

|-y NG (I |-2>)

Remargue tres im[zortant .

L'égalité
| ! (I |-2>)
X>= — 7>+ |-Z>
V2
c'est-a-dire
1
|p-0>x = ﬁ (lp-0>z + |-u0>z)

Montre que 1'état |[x> n'a pas une valeur bien définie pour
la grandeur y, par contre il a une valeur bien définie pour
la grandeur p !

i :
|[ug >4« — Mo une fois sur 2

[Ho >y 5 o toujours
par ex
[y> = 2|g1> + 3|g2>

|r> n'a pas une valeur bien définie pour la grandeur G,
mais il a peut-étre une valeur bien définie pour la
grandeur F et dans ce cas c'est |g1> et |gz> qui n'ont pas de
valeurs bien définies pour la grandeur F.
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6.2 VOYONS LES MATRICES DE fiy , fiy
’ ﬁZ
On veut calculer les , matrices {i,, fiy , fi, dans la base
{lz>,|-z>}, pour ca il y a plusieur styles:

Style algebre linéaire
ﬁzlz >= H0|Z >

iy|—z >= —po| —z >

ﬁz = Ho (é _01)

calculons {i,

1
x>= — (|z> + |-2>)

i 1
U-x> = — (|z>- |-z>)

V2

(" x>=i lz>+1[|-z>
11{ | 7 (i | i [-z>)
1
il-x>= — ({i|z>- -Z>
le| x>=7 (i lz> -f, |-z>)
( 1 o
Holx > = NG (i lz> + i |-z>)

II

[uy

(Holx>= 7= (b - 22)

comme on cherche {i,|z > on fait la somme de III
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2
x >—]—x >)= — (fix]lz>
Mo ( ) ﬁ(ul )
et la différence de I donne
2|19
X >—|—-X>) = — -7 >
Ho (| | ) 7z (1 )

ﬁx|Z>=|J-O|_Z>
de méme pour {i,| —z >

la différence de III
(Ix >+ >) ’ (ix| =z >)
X —X = — -z
Ho \/E My

et la somme de |

2u

ollx >+ =x >) = == (12>)
il—z>=polz >
La matrice est donc
Ax = Ho ((1) é)
pour fi,

(1v>= 55 Gz il-2)
IR

(lv>= 7 (z>-il-2)



I
Ayly>=

V2

| 1(

>=—

PV E R
11

1

- V>SS = —

Uloly 7

la somme de III'

Ho(ly > —1-y >) =
la différence de I'
Ho(ly > —1-y >) =

ay|Z>= Hoi|—Z>

la différence de III'
Ho(ly >+ -y >) =
la somme deI'

Ho(ly >+ -y >) =

ﬁy|—Z > = —pilz >
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1 -
iy ly>= N (A, lz>+1f [-z>)
1 o
(A, lz>-1if [-z>)
iy z>+if [-z>)

(A, |z> -1 [-z>)

2
NG (fiy|z >)

2“01
— (-z>)

V2

2
ﬁ (uyl _Z>)

21

NG (Iz >)



La matrice est donc

ﬁ-y = Ho ((1) Bl)

ce qui donne

fx = HoOx ; ﬁy = Hoa\y sl = 1o0y

on note,
Hy Ox
ﬁ: IJy , o= Gy
n,)  \a.

ce sont des vecteurs matrices, vecteurs d'opérateurs
d'ou
H= HoO

On a aussi les relations suivantes (les relations de
commutation) :

[ fy] = 2iofl,
[Ay, ] = 2iptofiy
[0 ] = 2ipofiy
i A i=2ip,f

Style Dirac
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On peut refaire tous ces calculs avec le style de Dirac, c'est

une bonne facon de manipuler les bra et les ket.

Pour ¢a on utilise I'identité suivante, valable pour un
opérateur quelconque:

G =2 glg><gl
i

La matrice {i,
R, = olz><z] - pol-z><-z|

Pour trouver la matrice il suffit d'appliquer {i, sur |z>
et |-z>.

A |z> = pylz><z|z> - u,|-z><-z|z> =y, |z>

02> = olz<z]-z> - pyl-z><-z)-2> = -pyl-2>

~ 1 0
La matrice {i,

i, = polx><x]| - p,|-x><-x

orona
| 1 (Iz>+]-z>)
x>=— (|z>+|-z>
V2
1
|-x>=— (|z>-|-z>)

V2



1 1
|x><x| = — (|z> + |-2>) —= (<z| + <-Z|)

V2 V2

1
= E (|z><z| + |z><-z|+|-z><z|+ |-z><-2|)

1 1
|-x><-X| = —= (|z>- |-z>) —= (<z| - <-z|)

V2 V2
1
= 2 (|z><z| - |z><-z| - |-z><z|+|-z><-Z|)

B, = Holz><-z| + pol-z><z|
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donc si on applique {i,, a |z> et |-z>, autrement dit pour le

ler vecteur colonne on cherche le bra <z|, ca donne

Hol-z><z]

et pour le 2Zeme vecteur colonne on cherche le bra <-z|

¢a donne
Ho|z><-z|

donc

o 0 1

La matrice fi,

1, = Holy><yl - uol-y><-yl

etona



1
>= — (|z>+1i]-z>
ly 7 (I |-z>)
| ! (Iz> - i]-z>)
sy >=— (|z>-i|-z>
ARG
1
ly><y| = 5 (|z> +i|-z>) (<z| -i<-z]|)

1
=3 (Iz><z| - i|z><-z|+i|-z><z| +|-z><-Z])
1
[y><eyl =35 (12> -il-2>) (<z] +i<-z])

1
= 5 (|z><z| +i|z><-z| -i|-z><z| +|-z><-Z|)

~

Ay = —Weilz >< —z| + poi| —z >< 7]

eton lit....

ﬁy = Mo ((1) :)1)
il = o0

Ouff !!

On a mesuré p sur les axes x,y,z et si on le mesure
maintenant sur un axe unitaire u quelconque ?

la composante de p sur u est

Hu = LU = PyUx +HyUy +H,Uy

puis en passant par des observables ¢ca donne
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or

uy = sin 0 cos @
u, =sinBsin@
u, = cos 0

0 = angle (z,u)

f.u= uosinecoscp((l) é)+u051n95m¢’(? _i>

0
+ pg cos O ((1) _01)
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.u
_ ( cos B0 sinecoscp—isinesin(p)
o \sin @ cos ¢ + isin O sin ¢ —cos @

=)

P cos® sin6 e_i‘P)
Ha = H (sin fel® —cosH

on note aussi fi, = figq
R, = bylu><ul - pg|-u><-ul

Les vecteurs propres de fi
0 0. 0
|lu> = cos > |z>+e ‘Psmi |-z>

| in |z> - ' e |
-u> = sin—= |z>-e'®cos = |-z>
2 2

0
( cos®  sin® e_i‘P) cosz
sinBe'?  —cosB eiq)sin%

0 . .0
cos© cos + sin© sinz

. - 0 .. 0
sin O el? cos 5 —cos Oe'?sin >

5
Cos 2

.0
e'’sin=
2
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. 0O
( cos® sinb e_i‘p) )
sinfe® —cosO

: 0
-el®cos =
e! cos2
. 0 . 0
cos© sinz — sin 0 cosy
sin O el® sing + cos Gei‘Pcosg
8
sin

. 0
-e'®cos =
2

On voit que I'état propre |u> correspond a un point M(6,¢)
sur le sphére de Bloch

| 6| sins |
u> = cos= |z>+e¥sin= |-z>
2 2

Cherchons la valeur moyenne de {i, sur u

<fi,> = <ulfl,Ju> =

0 . 0\,/1 o0 cos5
— _ AQ iy —
(cos 5 € ¥sing ) (0 _1) g d
0 . 0 oS5 0 0
= (cos— -e®sin— ) 2 - cos 2= — sin?—=
2 2 )\ etwsin 2 2

= cos O
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6.3 LE SPIN 1/2

Une particule élémentaire posséde une caractéristique
intrinséque nommeée spin s, comme la charge q, la masse
m, la fréquence v, ....

. . . . 1
Les spins sont en entier s ou demi-entier (S+E)
,1,2,3, ... entier

0
s=q1357
2;2,2,2,... emil entier

Note : il faut dire plutot si ou (s+%)h mais on omet

souvent i

Bosons : spin entier 0,1,2,3, ...

N | =
N | Ul

. . . . 3
Fermions : spin demi-entier =

Spin = 0, boson de Higgs
Spin = % électron, proton, neutron, quark

Spin = 1, photon, gluon
Spin = 2, graviton (hypothétique)

L'électron, le proton, le neutron, ... ont un spin 1/2, a
partir du nombre de valeur spin s, on associe une
grandeur physique S, nommée le spin suivant l'axe z, cette

h A
grandeur ne prend que deux valeurs Zou——et
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oo h
I'observable associé S, a donc deux valeurs propres + 2

correspondant aux vecteurs propres |z> et |-z> c'est-a-dire

S |z>=—=|z>
Jz>= 5|z

5 h
7S == |-

On définit de méme pour les observables S, S, suivant
l'axe xety:

8, x> = =

) <[ x> 2|x>
h

SX|-x>=-E|-x>

S, ly> = =

) yly>= 7 ly>
h

Sy|-y>:-— -y>

A chaque fois qu'on a un moment cinétique-spin S (on dira
simplement spin), on peut lui associer un moment
magnétique-spin fi, comme dans le cas un moment

cinétique orbital L on a un moment magnétique orbital
o = y.L associé, on stipule donc

Hg = VsS

Donc un moment magnétique (total) {i peut provenir de
iy, ou fig

ou les deux



A=, + 0

Dans l'expérience de Stern-Gerlach , le moment
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magnétique {l de I'atome d'argent provient seulement du
moment magnétique spin {ig de I'électron de valence du

atome d'argent, car L = 0 = fi;, = 0, en clair {i provient du

spin en fait.

Pour une particule quelconque :
A=f,+0

ol fis = vsS et fi, =y, L

Pour:

I'électron yq = - mi
e

- a 4
le proton yg = 2,79 - 5,58 2y

le neutron ygs =-1,91 mi =-3,82 4

e 2mp
Comme
3 h
>= —\|Z>
Jz>= 5z
A h
S,l-z>=-5 |-2>
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1
[x>=— (|]z> + |-z>)
2
L o -12)
x>=— (|z>- |-z>
2
3 h
o] > = —
o= 3 o
Sl (12> + |-22)) = 2L (12> + |-2)
— (lIz>+ |-z>)) = =— (|z> + |-z>
{7 273

o h
S, (2> + 122) = 5 (12> + |-2>)
~ ~ h
S, 12> +8, |-2> = 5 (2> + |-2>)

oS |-x>=-=|-x>
x> =3
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ly >= iz (|z>+ i|-z>)
1
|-y >= N (Iz> - i[-z>)
h
Sy ly>= 5 ly>
gy(i (Iz> +i|-z>)) = hL (Iz> +i [-z>)
V2 242

~ o h

Sy|z> +iS |-z> = 0 (|z> +i |-z>)
- h

Sy |'y> = 'E |'y>

~ A h )
Sylz>-iSy |-z> = = (|z> -i |-z>)

A h
Sylz> = 5 (i]-z>)

~ no
Sy |-z>= 3 (-i]z>)

=30 9)-30

finalement
s=13

rappel les vecteur matrices:



I:\J'X 8}( §X
ﬁ: ay y 8: 6Ey ) §= gy
ﬁZ 0, gz
Cherchons que vaut o, pour I'électron ona: ys=— mi
ﬁs = p—06
s=15
=—=0
2
~ 2 a
g = Ho ES
as = YSg

comme Lo >0 d'ou

2 —
Mo % = lys|
_ qh
Ho = 2m,

On note aussi

qh
2m,

= Up

ug = le magnéton de Bohr

Et I'expérience vérifie bien la valeur de o .
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5AG =2i6
ho ho kb
20720 =4572°
SAS =inS

S vérifie la relation de commutation, d'ou

2 . . . .
S |u>= s(s+1)h2|u> ; ou s est un entier, ou demi-entier
S,|u> = mgh|u> ; oll m; est un entier, ou demi-entier

0,1,2,3,... entier

ou
S =

57 demi .
1 emi — entier

N w

1
3’
—Si s est entier alors ms est entier

—Si s est demi-entier alors m; est demi-entier
et m; prend les valeurs suivantes
m-=s,s-1,s-2, ..., -s

donc dim H = 2s+1

. . : 1 11
Pour un électron s est demi-entier et vaut s=2 etms =, —-
S2lu > 3h° lu >
u>=—1|u
4
S;lu> = = Ju>
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o h
S,|-u> = —3 | —u>

6.4 ROTATION DANS R3 ET LE SPIN

Soit I'état |s> dans l'espace des spins H défini par :
] .0
|s> = cos;|z > +sm5| —-z>

I'état |s> correspond a u dans R3, c'est la résultat de la
rotation autour de y du vecteur z d'un angle 6=(Z 1)

On note ﬁe,y rotation d'angle 6=(Z 1) autour d'axe y

= 8 .0
Roylz > = cosElz > +smE| -z>

= ) 0

Royl—z>= —51n5|z > +cosE| -z >
0 .0
cos= —sin=
R = 2 2
Oy = 0 0
sin- cos—
2 2

Attention : ﬁe,y est simplement un opérateur, il n'est pas
autoadjoint !! mais il est unitaire

La famille {ﬁe,y}OSG«r engendre un observable comme
d'habitude :

ﬁgjy:e [hed

ou encore si 0«1 ; 0 tres petit devant 1
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—~ i0 .

Ry = =1- ESY

Attention : ﬁe,y n'est pas autoadjoint !! par contre §y est
autoadjoint (= observable).

On définit de méme pour les autres axes X, z

i0a
RG,X - _WSX
—~ i0
Ro, = [——5,; 0«1
h
—~ _iBg
Re'z =€ hsz

SO I
Ry = 1-+5,; 0«1

et pour une rotation d'angle 6 , autour d'axe u

u-j = uxjx + uy,]\y + uzjz

- . 10
Roy = I——u] 0«1

Remarque : on a la relation suivante:

el®A = c0sf 1+ isind A

- exp (1% 18) = expid <(1) (1))
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exp (1% 13) = cosO [ +isind (2 é) = (iC:i“;ee icf)i:ee)

- exp (—09 g) = expid (? Bl)

exp (—06 (6)) = cosO [ +isind (? Bl) = (—C(s)lsr?e ;r;g)

- exp (lg 1%) = expid ((1) 2)

exp (18 1%) = cosO 1 +isin@ (é 2) = (e(i)e e?9>
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7 LE QUBIT

Un qubit (quantique binaire) est un systéme I' simple
ayant deux états a valeur bien définies, on les notes |0> et
|1>, et ces deux vecteurs forment une base orthonormées,
donc l'espace des états d'un qubit est un espace de Hilbert
H de dimension 2. Les états s'écrivent alors :

|[y>=a|0>+ B|1>oua,p €C

comme les états [r> et A|P> ou A€C donnent le méme état
physique, on peut donc travailler sur les vecteurs normés
c'est-a-dire exiger |a|?+|B|*=1

or
a=rei@; r>0, a€[0,2m[
B =peib; p>0, be[0,2m]
|o|*+|BI*=1 = |r|*+|p|*=1 =

r=cosp Tt
{p=sinu oul < HSE
|U> = cosp eia |0> + eibsinp |1>
efa|yr> = cosp |0> + eilb-a)sinp |1>
on pose b-a = @€[0,2m[ donc on a le méme état
|W> = cosu |0> + eiesinp |1>

T

avec uE[O,Z] et @€[0,2m[ et si on pose 2p=0 avec 0<O<m
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soit

8 .8
P> = cos> [0> +eie sinz [1>

7.1 LA SHPERE DE BLOCH

La sphére de Bloch est la sphére unité r=1 de R3

x = sinB cosg
M = {y = sin0 sin@
z = cosH

0<B=<m et O<@<2m

La sphére de Bloch

On voit donc qu'on peut associer un état |{> a un point M
du sphére de Bloch
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|y>= cos> [0> + eiosins [1>=
2 2

X = sinB cos@
M = {y = sin6 sing
z = cosf

Un état |> correspond en quelque sorte une direction
u€R3 de l'espace physique R3

On peut chercher les points sur le sphére de Bloch pour un
certains ket donnés,

par ex:
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le point N (Nord) correspond a 6=0, ¢=0
N> =]0>

le point S (Sud) correspond a 8=, =0
|S>=]1>

le point A correspond a 9:2, =0
1
|A> = =(10>+]1>)

On note A' le point diamétralement opposé de A. Pour
trouver A' on descend OM sur Ox et on tourne Ox d'angle
m, donc A’ correspond a Bzg,cp:n

|A'> = [0>-]1>)

1
7l

Pour le point B on descend OM sur Ox et on tourne Ox

d'angle % , le point B correspond a G:g, (ng

[B> = (10>+i[1>)

Pour B', on descend OM sur Ox et on tourne Ox d'angle —%

donc le point B' correspond a 9:2, (p:—%
1 .
[B'> = —(|0> - i]1>)

On peut remarquer que deux points diamétralement
opposés ont des kets orthogonaux, par ex pour Aet A’



1
. 1 1. 5
<A|A > = (ﬁ ﬁ)<_‘/71) =0
V2

1
s
<B|B>—(—-1\/_)< ﬁ):o
V2

Voyons pour M(0,¢) et M'(0',¢") , deux points
diamétralement opposés

8 .8
|M> = cosy [0> + elesin; [1>
. 6 )
IM'> = cos— |0> + eiw'sin—- |1>
Pour trouver M' il suffit de tourner la sphere dans une

direction adéquat car I'espace est isotope (pas de
direction privilégiée)
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0'=m-0
@' =T+

m—0 ) . T+
IM'> = coS—— |0> + eilme) smT(p [1>

IM'> = sing [0> - eiwcos% [1>

, 0  _ip. ... 0 sing
<M|M>=(cos§ e ‘Psmz) =0

: 0
—el® cosy
Les observables de H

On peut représenter un observable A de H par une
matrice 2x2 a coefficients complexes.

A= (0( 23() avec o,3,y,6 €C

or

A=A" ="A*

ce qui donne

G o5 1)

a=a"=2a€R

{8=6*:>8€]R
B=vy"

A= (E % ) avec a,6 ER et BeC
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on pose
_0(+8
AT
d_(x—(S
)

A (a+d b —ic

= b+ ic a_d)avec a,b,c,d ER

coupons A en plusieurs morceaux

K=(§Ii Zzig)z(a‘(*)‘d agd)+(b-€ic b_Oic)

A=a(y )+b(} )+c(V F+a(g 2)

on pose

0= D=0 D= %)

ces matrices se nomment les matrices de Pauli
A = al + bo, + +coy + +do,

On voit donc que tous les observables du qubit sont
exprimés par les observables de Pauli (les matrices de
Pauli)

Les valeurs propres de o; sont données par
A% + tr(o)A + dét(oi) = 0

tr(oi) =0
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dét(oi) =-1

d'ou

A% -1 =0 = valeurs propres A=1 ou A=-1
vecteurs propres

Pour o,

A=1

C O =()=L3=(})=10+1>

A=-1

0 D0)=(2)=ET= (L) 105 1

Pour G,
A=1
— X X v —
(0 l)()=(>=>{-1y_X=>(.)=>|0>+i|1>
i 07y vy ix=y 7 \i
=1



=1

(é ° ) (;) B (:;) = {—Xy:=_—xy

On a aussi les relations suivantes:

()=1>
= =
1 |

131



132

8 LE PARADOXE EPR ET
L'INEGALITE DE BELL

8.1 L'ALEATOIRE

Quand on mesure la polarisation d'un photon € par un
polariseur A, (suivant la direction a) on a aléatoirement le
résultat +1 ou -1

—

Le caractere aléatoire des résultats d'une expérience ou
d'une mesure a profondément troublé Einstein, il pense
que le monde est déterministe et que la physique
quantique n'est pas compléte, il manque quelque chose
que le formalisme quantique ne tient pas compte et c'est
¢a qui rend aléatoire des résultats des mesures.

Dans I'exemple ci-dessus, pour Einstein le photon § porte
en lui un gene génétique disons A qui code tous les
réactions a prendre quand le photon est en face d'un
polariseur A,, par ex:
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A=1001011 ...

qui signifie :

- Quand le photon rencontre le polariseur A, il sort en +1
- Quand le photon rencontre le polariseur Ay il sort en -1
- Quand le photon rencontre le polariseur A. il sort en -1
- Quand le photon rencontre le polariseur Aq il sort en +1
- Quand le photon rencontre le polariseur A il sort en -1
- Quand le photon rencontre le polariseur Aril sort en +1
- Quand le photon rencontre le polariseur Ag il sort en +1

Le résultat de la mesure est déterministe (quand le photon
rencontre le polariseur A par ex, on est stir d'avoir le
résultat +1), et comme le formalisme de la physique
quantique ne tient pas compte de la variable cachée A elle
est donc incomplete !!

Bohr n'est pas du tout de cet avis, pour lui c'est au
contraire le caractére aléatoire des résultats des mesures
est intrinséque a la nature, la physique quantique est
compléte il n'y a rien a compléter !, le photon n'a pas de
géne génétique A donc en face d'un polariseur il réagit de
facon aléatoire !

Pour convaincre Bohr, Einstein et ses collaborateurs
Podolsky et Rosen, écrivent (en 1935) un article nommé
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EPR qui vise a démontrer la incomplétude de la physique
quantique.

8.2 LE PARADOXE EPR

Lorsqu'on fait de la physique quantique, tot ou tard on
entend l'expression : "le paradoxe EPR" de quoi s'agit-il ?
Pour simplifier, on prend deux particules &1, &2
caractérisées par une méme grandeur G qui ne peut
prendre que deux valeurs +1 ou -1, puis on fait intriquer
ces deux particules et les s'éloigne d'une distance D.

* On mesure &; et on dresse une liste L1, les résultats de la
mesure sont aléatoires.

* De méme on mesure &; et on dresse une liste L, les
résultats de la mesure sont aussi aléatoires.

* Puis on compare la liste L1 avec la liste L; et on trouve il y
a parfaitement une corrélation !

par ex:
Ly L,

+1 +1
-1 -1
-1 -1
+1 +1
-1 -1
+1 +1
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+1 +1

Ce qui est vraiment étrange car les résultats des mesures
de &; et & sont aléatoires.

Cette corrélation signifie que quand on connait le résultat
de & par ex £;=1, on connait forcement le résultat de §,=1
méme si on ne le mesure pas, ceci contredit un principe de
la PQ : avant la mesure de &, &, est dans un état de
superposition

|WU>=o|+1>+ B]-1> aveca,f €C
c'estici qu'on a le paradoxe.

On peut tenter d'expliquer qu' au moment de la mesure de
€1, €1 a envoyé un message a &; pour dire qu'il esten "+1"
donc &; doit se mettre en position "+1" aussi, mais le
message doit mettre un certain temps pour arriver jusqu'a
&, or la corrélation est instantané ceci contredit la
relativité restreinte, donc cette explication est rejetée.

Bohr ne donne pas vraiment I'explication il dit simplement
lorsque les particules &;, &, sont intriquées ils forment un
seul systeme { €, &} il n'y a plus deux systémes
(particules) individuels { €1}, { &2} . Le résultat &=1 quand
on mesure &1, c'est simplement le résultat qu'on mesure
sur le systeme { &1, &2} pour une grandeur F qui caractérise
le systéme { &, &;} et non la grandeur G, puisque les
particules &3, &z n'existent plus !!!
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Pour Einstein, il n'y a pas de corrélation !! les résultats des
mesures sont fixés, déterminés . Chaque particule posséde
une variable cachée et qui ont des valeurs déterminées
lorsque ces deux particules sont intriquées.

&:A1=1001011 ....
&2:A2=1001011 ...

Comme on ne connait pas les A, on a l'impression que les
résultats des mesures sont aléatoires , en réalité ces
résultats sont déterminés et pas de corrélation.

Conclusion : Le formaliste quantique est incomplet car il
ne décrit pas les variables cachées A .

Remarque : on a: {1, &} et non {{&1}, {&2}} = {€1}, {€2} ne
sont pas de sous-systemes de {&1, &2}

Et chacun restait dans leur camp ainsi jusqu'a leur mort
(Einstein 1955, Bohr 1962)

Vers 1964 , 30 ans aprés EPR, John Bell décide de mettre
tout ¢a en clair, il prend une année sabbatique pour
réfléchir au probleme. Il pense comme Einstein, c'est-a-
dire la physique quantique est incompléte, il faut donc la
compléter.

Bell va mettre toutes les idées d'Einstein en langage
mathématique et il arrive avec ce qu'on appelle
aujourd’hui les inégalités de Bell.

Pour simplifier nous donnons une version moderne de
I'expérience EPR qui conduit directement a l'une des
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inégalités de Bell : une paire de photons intriquées en
polarisation.

Considérons I'expérience suivante:

Une source W délivre une paire de photon (&, &2)
s'éloignant dans les directions opposées suivant z et que
cette paire de photons est dans 1'état de polarisation
intriqué |EPR>:

1
|[EPR> = ﬁ(|x1>®|xz> + y1>Qly2>)
ou |x1>, |y1> désignent la polarisation horizontale,
verticale du photon &; et ils forment une base de l'espace
de Hilbert de la polarisation de &;. De méme pour le
photon &, (x2//x1 etyz//y1 et |y1>, |y2> base de I'espace de
Hilbert de la polarisation de &)

Alice _ [ . Bob
".'. F 4
Ny &1 & |'_].--""-‘1
i g . W } . 'l
1 Aa, B

expérience EPR

Alice effectue une mesure de polarisation du photon &; par
le polariseur A, (suivant la direction a), si le photon sort
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du canal +1 il est polarisé suivant a, s' il sort du canal -1 il
est polarisé suivant al.

De méme pour Bob, il effectue une mesure de polarisation

du photon §&; par le polariseur By, (suivant la direction b), si
le photon sort du canal +1 il est polarisé suivant b, s" il sort
du canal -1 il est polarisé suivant b-.

On s'intéresse aux probabilités suivantes:

p+(a) =la probabilité que le photon &; sort du canal +1
p-(a) =la probabilité que le photon &; sort du canal -1
p+(b) =la probabilité que le photon &, sort du canal +1
p-(b) =la probabilité que le photon &; sort du canal -1

p++(a,b) = la probabilité que le photon &; sort du canal +1
et & du canal +1

p+-(a,b) = la probabilité que le photon &; sort du canal +1 et
& du canal -1

p-+(a,b) = la probabilité que le photon &; sort du canal -1 et
& ducanal +1

p--(a,b) =1a probabilité que le photon &; sort du canal -1 et
&2 du canal -1

On a les relation suivantes :

{|x1> =cosa |a>- sina |at>
ly1> =sina |a>+ cosa |at>
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{|X2> =cosf |b>-sinf |bt>
ly,> =sinf |b>+ cosp |bt>

avec a=(x3,a), B=(xz,b) , u=(a,b)

Exprimons I'état [EPR> dans les nouvelles bases a,b
Ix1>®[x,>

=(cosa |a>- sina [at>)(cosP |b>- sinp [b+>)
=cosa cosP [a>® |b>- cosa sinf [a>& |bt>

-sina cosP |at>@Q |b>+ sina sinf |[al>&|bl>
ly1>Q&ly2>

= (sina |a > + cosa |at >)(sinB |b > + cosB |bt >)

sina sinf |[a> ® |b > + sina cosf |a > ®|bt >
+cosa sinf |at > ® |b > + cosa cosP |at > ®|bt >
d'ou

= (cosa cosf + sina sinf)ja > Q |b >

+ (sina cosP — cosa sinp) |a > ®|bt >

+(cosa sinf — sina cosB)|at > @ |b >

+ (sina sinB + cosa cosB)|at > ®|bt >

soit



|EPR >= % [cosiB —a)|]a> QX |b >

_ SinffB — a) |a > @ [bt >
+sinif — a)]at > ® |b >

+ cosffB — a)|at > ®|bt >]

1
|EPR >= ﬁ[cosif@)la >Q|b>

— sinff) |]a > ®|bt >

+sinffu)|at > @ |b >

+ cosff)|at > ®|bt >]

p-(a) = prob(|a>® |b>)+prob(|a>&Q |b+>)
1 2 1.2 1

=5Cos”p+=sin®p = -

p-(a) = prob(|at>®|b>)+prob(|at>&[b+>)
1.2 1 2 _1
=>sin“p+-cos = -
p+(b) = prob(]a>@ |b>)+prob(Jat>Q|b>)
1 2 1.2 1
=5cos p+osinty =

p-(b) = prob(|a>&®|b+>)+prob(jat>®|b+>)

=LsinZp+Lcos?p = =
2 H*3 H=3

140



141

et

p(ab) = prob(|a>®|b>)=%coszu
p--(a,b) = prob(|at>®|bi>) =%coszu
p--(ab) = prob(ja>®|b*>)=2sinu
p--(a,b) = prob(Jat>®|b>) =%sin2u

Finalement le formalisme quantique donne:

1
I p+(a) = p4(b) =

2
1
p-() =p-(b) =7

1
p++(ab) =p__(ab) = ECOSZM
I

1
p+-(ab) =p_.(ab) =—sin’p
On pose

E(a,b) = p:«(a,b) + p--(a,b) - p«(a,b) - p-«(a,b)

E(a,b) se nomme le coefficient de corrélation, avec les
formules ci-dessus on trouve

1 2, 2 1.2 1.0
E(a,b)—zcos W+2cos“p -—sin“y - —sin“p
E(a,b) = cos?p - sin’p = 2cos?p -1 = cos2p

E(a,b) =cos2pu
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Posons
S(a,a’,b,b") =E(a,b) - E(a,b") + E(a',b) + E(a',b")
Commentaire :

Quand on mesure la polarisation du photon seul § par un
polariseur A,, si le photon est dans 1'état

|u> = cosB |x> + sin® |y>

alors la probabilité que le photon sort du canal +1 est
prob(+)=cos?(8-a)

du canal -1 est

prob(-)=sin®(0-a)

or les résultats

p+(@) = p4(b) =
Va,b

NN =

p-(a) = p-(b) =

montrent que, comme si les photons intriqués &; et & n'ont
pas de polarisation avant de rentrer dans les polariseurs !!

8.3 UNE CORRELATION PARFAIT

Examinons le cas particulier a=b, u=0, Il devient



143

II p++(a' b) = p——(a; b) =
p+—(a' b) = p—+(a1 b) =

Si Alice trouve +1 pour le photon &; , alors Bob trouve
obligatoirement aussi +1 pour le photon §; car p.-(a,b)=0

1
2
0

Ou si Alice trouve -1 pour le photon &; , alors Bob trouve
obligatoirement aussi -1 pour le photon &; car p..(a,b)=0

Ceci est valable méme si &; et & sont trés loin I'un de
l'autre.

C'est assez perturbant, la question est la suivante:
comment le photon &; pour lequel une polarisation +1 a
été mesurée fait-il pour "prévenir"” le photon &, qu'il doit
sortir dans la canal +1 ? S'il lui doit envoyer un message
par un moyen quelconque inconnu mais une chose est
certaine : ce message ne peut se déplacer plus vite que la
lumiere.

Que fait-on ? Eh bien Bob va mesurer le photon &; tout
juste apres Alice mesurait &; .

Supposons que les polariseurs A, et B, sont séparés d'une
distance D, le temps que la lumiére met pour aller de A, a
B, est

t=D/c

Alice mesure &; al'instant t, et Bob va mesurer &; a
I'instant t' tel que

t'-t<t
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Dans ce cas &, n'a pas pu étre "prévenu” par &; .

Le résultat de I'expérience est sans appel: la mesure du
photon &, est toujours en corrélation avec &; ! [In'y a donc
pas de "message" envoyé par le photon &, le systéme est
un tout £={&1, &,}, si on le perturbe a un endroit tout son
état change instantanément et spatialement. Ce résultat
est trés perturbant pour notre esprit classique.

Pour Einstein cette corrélation est facile a expliquer, en
effet pour Einstein les photons &; et &; ont un gene
génétique commun A dés la sortie de W, ce n'est pas
étonnant qu'ils se comportent de la méme facon. C'est
pourquoi Einstein proposait de compléter le formalisme
quantique par des variables cachées ainsi rendrait la
mesure quantique déterministe .

8.4 UNE INEGALITE DE BELL

Voyons ce qui se passe si on complete le formalisme
quantique par les variables cachées A avec A€ER,

Compléter les variables cachées A c'est la donnée de trois
fonctions :

- A(a,A) la fonction qui donne le résultat du mesure du
photon par le polariseur A,, le résultat est +1 suivant A est
dans E, € R ou non, autrement dit A dépend de a.

1siA€E,

A@ ) = { —1 sinon

De méme pour By,
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— B(b,A) la fonction qui donne le résultat du mesure du
photon par le polariseur By, le résultat est +1 suivant A est
dans E, € R ou non, autrement dit A dépend de b.

1siA € Ey,

B(b,A) = { —1 sinon

Comme A est distribué au hasard, on doit donc avoir une
densité de probabilité p(2) telle que

VA, pA)=0et [ pM)dr =1

Remarque : A(a,A) ne dépend pas de b (le polariseur By),
et que B(b,A) ne dépend pas de a (le polariseur A,) .

On définit alors les fonctions suivantes :
+o0
E(a,b) = f A(a,)B(b,)p(A)dA

et

s(a,a’b,b'A) = A(a,\)B(bA) - A(aA)B(b'A) + A2’ A)B(b,\)
+A@' )B(b'1)

le tableau suivant donne les valeurs de s

A(a)) [A@A) |B(bA |BM®A) |s(@a,bb i)

1 1 1 1 2

1 1 1 -1 2
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1 1 -1 -1 -2
1 -1 1 1 -2
1 -1 1 -1 2
1 -1 -1 1 -2
1 -1 -1 -1 2
-1 1 1 1 2
1 1 1 -1 -2
1 1 -1 1 2
-1 1 -1 -1 -2
1 -1 1 1 -2
-1 -1 1 -1 -2
-1 -1 -1 1 2
1 -1 -1 -1 2

et la moyenne de s(a,a',b',A) est, par définition :
400 ’ ,
f s(a,a,b,b,)p(A)dr

ona

s(a,a’,b',A) = £2 donc sa moyenne est entre -2 et +2




+oo
-2< f s(a,a,b,b,)pA)dr < 2
soit

+o0
-2< f [A(a,A)B(b,A) — A(a,\)B(b’,A)
L A@)B()
+ A, )B(b, )]p(V)dA < 2
+oo
-2 < f [A(a, )B(b,)p(A) — A(a,)B(b,)pA)

+ A@,)B(b,V)p)
+ A@, DB, Dp)]dr < 2

-2 <E(ab) -E(ab") +E(a',b)+E(a'b") <2
-2 <S(aa'bb) <2

|S(a,a',b,b")| <2

Résumons :

S=E(ab)- E(ab’) + E(a',b) + E(a',b') formalisme
quantique

-2 <S5 <2 formalisme quantique avec les variables
cachées

Il suffit alors de prendre les vecteurs a, a', b, b' comme

indique la fig ci-dessous
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E(a,b) =cos2pu

S = cos> cos31T + COS=+ COS~
B 4 4 4 4

Y2, V2 N2
S_2+2+2+2—2\/§

d'ou

S = 2v/2 > 2 pas de variables cachées
S < 2 avec des variables cachées

Il suffit maintenant de faire 1'expérience et voir si S
respecte ou non cette inégalité de Bell .

148

[l fallait attendre jusqu'en 1982 que I'équipe Alain Aspect

réalise cette expérience et trouve

S =2,7 >2 = pas de variables cachées

donc la physique quantique est complete !! Bohr a raison

!l pas de variables cachées !!!
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en 1998 on a raffiné 1'expérience et le résultat est sans
appel S>2.

Finalement ou est I'erreur dans le raisonnement de EPR ?

C'est dans la localisation des particules ! en effet EPR
pense que la particule &; est localisé en x4 puis fait une
mesure sur &;qui donne le résultat 1 mais &; n'existe pas !!
il y a simplement un seul systéme & = {1, &}
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8.5 FORMALISME DE
L'INTERFEROMETRE DE MACH-
ZEHNDER

Rappelle l'interférometre de Mach-Zehnder
y] lp2 |

M1 g2

AN

— Lorsque 6=0 le photon va systématiquement en Dy

- Si ng le photon va de temps en temps en D4, de temps

en temps en D;
— Lorsque 0=m le photon va systématiquement en D;

Pour faire des calculs on doit savoir comment les
séparateurs S, les miroirs M et le prolongement 6 (dans la
direction y), sont gérés.
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Mathématiquement un séparateur S est décrit par une
matrice de la forme :

_ (T Riy, 2 2 _
s_(Ri T),avecT +R2=1etT,R €R

ou T=coefficient de transmission, R=coefficient de
réflexion

On prend T=R=i2 on dit que le séparateur est équilibré.

i
On adonc:
1
S_ﬁ(} )
soit
|x'>—i(lx>+i| >
Uy'>=ﬁ(|y>+i|x>
ou encore

1
[x>—— (|x>+ily>

V2

1
Uy>—>ﬁ(ly>+i|x>

de méme pour les miroirs M

= )

S=
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_(Ix">=ily>
M= {|y'>=i|x>

Oou encore

{|x>—>i|y>
M= .
|y>—i|x>

et pour le rallongement 6, dans la direction y

0y = ((1) e?e)

_{ |x'>=|x>
7 ly'>=ely>
Oou encore

{ |x>—|x>
7 ly>—elly>

Remargque : Sil'allongement se fait dans la direction x, la
matrice de prolongation 6y serait :

i0
(7 )
X 0 1

Soit & un photon, ici on s'intéresse seulement a sa direction
de propagation, on note [£> son état (1'état de la direction
de propagation)

Note : Ici on voit qu' un C-espace vectoriel est nécessaire
car si on prend un R-espace vectoriel, on ne peut pas
coder les séparateurs, les miroirs et les rallongements.
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Dans le dispositif MZg (Mach-Zehnder, 6=la direction y est
rallongée d'une longueur 6) il y a deux états particuliers

|x> = se propager selon x (x=horizontale)
|y> = se propager selon y (y=verticale, y=x1)

qui forment une base de I'espace de Hilbert des états de
direction de propagation, ainsi tant que le photon & n'est
pas détecté il est en état de superposition de |x> et de |y>

8> = alx> + Bly>

a Le calcul est suivant : On définit I'axe du temps t
paralléle a M1M; donc I'ordre du produit des matrices est
SM6;S (lire de droite a gauche comme fogohok ....).

1D

fig8



Il
N~
~/

—(®+1) ie®-1) >
—i(e® —1) —(e® +1)

L 2 8 8
—1e2(e2 e '2) —e2(e2+e 2)

0 0 0
< e2(e2+e 2) ie'2(e'2 —e™'2)

8 ‘%+ ‘12 8 i%— ‘i%
_i8(e ) _ei—(e e 2)

2 2
1 2 2|
9 1% ) 9 ‘% ‘g
\ eij(e —.e ) o (e2+e )/
2i 2
g 8 9. 8
—e ZCOSE —e Zsmz
Zg = SMB, S = i% o i% 0
e sm2 e cos2
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Si le photon pénetre dans MZg dans la direction |X>=((1))

alorsona:
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0 0 0 0

Z, (1) _ —eifcosz —eiTSinE (1> ~ —e;fcosj
B 0 0 8 0 = G
0 e‘fsinz —elfcosz 0 e'2 sinz

soit:
8 .8 L
&> =—e 2COSE x>+ e ZSinE [y>

.0 .0
Remarque : on peut virer e'z car les états e'z|x> et |x> ont

.0
le méme état physique (e'z|x>= |x>), donc
0 0
&> =— cosE [x> + sinz ly>

et la probabilité d'aller dans D1 ou D; est:

6 1
= cos?==

prob(|x>)=prob(D1)=| — cos > =3

%|2 (1 + cos0)

prob(ly>)=prob(D;) = | sin% |2 = sin>2 = = (1 — cos6)

Remarque :1'écriture
|x > [x" >
(=)=
ly > ly’ >
Montre que le changement de la 1er composante |x> en

|x'> et la 2éme composante |y> en |y'> est en méme temps,
c'est pourquoi l'axe du temps t est paralléle a M1M..

o On peut aussi faire le calcul en complétant les "poids” du
graphe ci-dessous
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iT(My=)-Re®(Rily>)

A
-Re® x> 52
M1, Y &
O _ : o1
Ll - | Ti[Rilx=]-Re®T{x=
Rie® [y=
3
-1".-.3,\
i Tily=
Rily>
| == / )
. - - ————— ;'.}.
o Tx= AR
s1
(ra elT—R—L) on a:
pp - _\/7 '
041 o iy iy
. . . e+ i— e 2+e
iT(Ri[x>) - Re®(T|x>) = — () x> = —e'2(—) x>
2 8
= —e2cos §|X>
et
0 e
e2—e 2

. L . elf_1 &
Ti(Tly>) - Re®(Rily>) = —i(—)ly> = e2(——)ly>

.0 0
i— .
=e2 51n5|x>

£ 6 &
|E> =-e 2cosz|x> + ezsmz ly>
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On vire eig ,d'ou
|E> = -cosg|x> + sin9 ly>

2 2
prob(|x>)=prob(D1) = %(1 + cosB)
prob(ly>)=prob(D) =3 (1 - cos6)
on trouve bien la méme chose.

o Le calcul peut se faire aussi en suivant le photon  :

S1 .1 1. Oy 1 1. g My, My
x> = (Flx>+ Fily>) = (Flx>+ FePly>) —

( 1|y> + —1e 9i|x>) —> _l(f|y> +—1|x>)
+ —21e 1(\/_|x> + —1|y>)
d'ou
1.1 1, 1 g, 1 1,
&> = Si(Hly> + i) - et (x> + Zily>)
|&> = —1|y> - —|x> - le‘e|x> - —e Oily>

8> =5 (" + x> - Zi(e- D]y>

O 0. 8
|E>=-e 2cosE|x> + eZSmE ly>
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.0 .0
On vire e'Z car les états e'z|x> et |x> ont le méme état

.0

physique (e'z|x> = |x>).

0 .0
|€> = -cos = |x>+ sin= |y>

2 2
Ici on peut voir que avant d'entrer dans interférometre le
photon est en état [x>, dans l'interférometre le photon est
en état de superposition des états [x> et |y>:
1 1.
E|X> + 51|y>

\/_|x> + —1e‘9 ly>

jusqu'ala fin
0 )
|E> = -cos > x>+ sin ly>

Tant qu'on ne mesure pas le photon, il reste dans cet état.

Si on le mesure alors on trouve :

2
prob(|x>)=prob(D1) = |-cosg| = cos? 5= —(1+c056)

2
prob(|y>)=prob(D;) = |sing| =sin®==- (1 — cosB)

—Donc si 6=0

prob(D1) = 1 et prob(D2)=0
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—si 6=§

prob(D1) # prob(D;) ; tantot dans Dj, tantdét dans D»
-si 0=

prob(D1) = 0 et prob(Dz)=1

Remarqgue important :

Le calcul (le formalisme mathématique)

Seos? ot C:
—e2coss  —e2sing —e2c0s~
2 2 |(1) = 2

o 9 o 0 . 0
e Zsmz —e 2COSE essiny

donne les résultats
prob(D4) = %(1 + cosB)
prob(Dz) = % (1 — cosB)

qui correspondent bien aux expériences, mais ne dit rien
sur ce qui se passe réellement a l'intérieur de
l'interférometre MZg c'est-a-dire le comportement du
photon a intérieur de MZ.

Comment le photon qui prend le chemin S1M.S; sait-il que
le chemin S1M;S; a été modifié pour décider d'aller en D2,
alors qu'il va systématiquement en D1 (expérience MZ2) 7?
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En regardant, examinant la matrice Zg on ne voit rien ce
qui se passe a l'intérieur de MZe. La matrice Zg ne répond
rien a cette question !!

C'estici que l'intervient le mot "interprétation”

Quand vous faites de la physique quantique, tot ou tard
vous entendez les expressions :

"interprétation de Copenhague”
"interprétation de Bohm"
"interprétation de Evrette"

"interprétation de Wigner"

Et on se demande tout de suite :

Q1— Qu'est ce que c'est une interprétation ?
Q2- Pourquoi faut-il interpréter ?

Q3— Qu'est ce qu'on interprete exactement ?

Q4- Pourquoi on n'a pas entendu ce genre d'expression
en physique classique ?

etc ...
Bref tout se tourne dans votre téte ....

Et aucun livre , aucun article apporte une réponse
satisfaisante a ces questions ...
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Parfois c'est du blablabla...,, de la philosophie, et encore
beaucoup de blablabla .....

aucune réponse concrete, rien sur la physique quantique
elle-méme !!!

Pour répondre a ces 4 questions il faut savoir une chose :
le concept de "quantité”, une quantité est le résultat d'une
mesure d'une grandeur physique. Cette quantité est un
nombre réel (ER), notre espace physique ordinaire 3D
"contient" des quantités donc les nombres réels.

Par ex on dit

37°C,12€,120hm/h, 220Vol ...
mais jamais

27i°C, (1+2i)€,117ikm/h,i Vol ...

R4- Il se trouve que le formalisme mathématique en
physique classique est réel (on manipule les nombres
réels) . Il y a une correspondante entre le résultat
mathématique et une signification dans notre monde
physique 3D, on n'a pas besoin de l'interprétation,
puisqu'il y a une signification dans notre espace physique
3D . par exemple la matrice :

G 3

cette matrice peut représenter les prix de deux produits
en ler jour en 2iéme jour.
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Bien siir en physique classique on utilise de temps en
temps les nombres complexes mais c'est une abréviation,
une astuce pour ne pas compliquer les calculs c'est tout,
les nombre complexes ne sont pas nécessaire du tout en
physique classique on peut trés bien s'en passer.

Quand on écrit

f(x,t) = Aekxot

c'est simplement pour dire

f(x,t) = A cos(kt-wt)

ou

ds? = dxo? + dx;2 + dx2? + dx3?
avecXo=ict,X1 =X, X2=y, X3 =Z
on peut tres bien virer le 'i' et écrit
ds? = dx? + dy? + dz2 - c* dt2

c'est tout.

R1- En physique quantique on travaille dans C (plus
exactement dans l'espace de Hilbert) les résultats des
calculs sont des nombres complexes comme la matrice Zg

@ 8 0 8
—e2cos— —e?2sin—
2 2

9. 0 _ 2 9
e 2sin— —e 2C0S—
2 2

Ze:
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On ne voit pas la signification de cette matrice dans notre
monde physique 3D, donc si on veut savoir ce qui se passe
, il faut trouver une explication (a partir de cette matrice)
c'est l'interprétation du résultat des calculs.

Donc finalement :

Si on veut des explications, on explique et chacun explique
ce qui veut !!

Autrement dit, dans notre cas par exemple, si on veut
savoir ce qui passe dans l'interféromeétre, on explique a
partir de Zg, et chaqu'un a son explication !

Il arrive bien slr que le résultat du calcul a une
correspondante avec notre monde physique 3D, c'est le
cas par exemple

E(|x> +i|y>) — C'est la polarisation circulaire droite du

photon.

1 . N . .
ﬁ(|x> -i|ly>)— C'est la polarisation circulaire gauche du
photon.

Mais parfois, tres souvent méme on ne voit pas la
correspondante , donc on interprete le résultat, on
explique ce qui se passe ... comme pour notre matrice Zg

en résumé:
Q1- Qu'est ce que c'est l'interprétation ?

R1- L'interprétation c'est simplement une explication de
ce qui se passe réellement, physiquement (a partir du
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résultat des calculs). Donc chaqu'un interprete ce qui veut
Il et personne ne sait de ce qui s'est passé réellement !

Q2- Pourquoi faut-il interpréter ?

R2- Tout dépend de la personne, si on veut savoir ce qui
se passe on interprete (a partir du résultat dans C), si non
bah ! on n'interpréte pas ! on s'est contenté d'avoir le
résultat c'est tout.

Par exemple :

Les Positivistes : (Bohr, Heisenberg, Pauli, Hawking, ...) se
sont contentés avec les résultats et ne se demandent pas
ce qui se passe réellement:

"Je ne demande pas ce qui se passe réellement, je demande
simplement des résultats qui correspondent a l'expérience
c'est tout, et la physique quantique me fournit des
résultats qui correspond avec les expériences donc je suis
content et je m'arréte 1a"

Contrairement aux

Réalistes : (Einstein, ... ) qui demandent absolument ce qui
se passe réellement, ils ne se contentaient pas d'avoir
seulement des résultats.

Q3- Qu'est ce qu'on interprete exactement ?

R3— A chaque fois on a un résultat, ou un objet
mathématique qui n'ont pas de correspondant dans
I'espace physique 3D (car ils sont de nature complexes),
alors on interpréete, on donne des explications ..., mais
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l'interprétation dépend de nous si on veut ou non ! et
chacun interprete comme il veut !

Par exemple : On possede un tableau abstrait, soit on se
demande ce que c'est comme image: une maison, un
nuage, un lac ...? soit on s'est contenté de posséder ce
tableau c'est tout !

Nous allons "interpréter" la matrice Zo. Autrement dit on
va expliquer ce qui se passe quand le photon pénétre dans
l'interféromeétre MZy, donc c'est ma interprétation, ma
explication.

Pour expliquer cela je vais introduire le concept "l'ombre
du photon".

I'ombre

Lorsque le photon a un choix entre deux chemins, il en
sélecte un au hasard, et son ombre prend l'autre chemin
(s"il y a plusieurs choix on a plusieurs ombres) .
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regardons ce graphe ci-dessous

Ri#""} * Ti(T|y>) - Re®(Rily>)
e -Rei®|x>
Rily> : ,
b - "

52

Tlx> Tily= Ti(Rifx>) - Re®(T|x>)

photon — <|x >) S (T|x >)9y( T|x > )
d i .
I'ombre — \ |.> Rily > Riel®|y >
M ( Tily > ) s (—TR|x > — Re®T|x >
- . d .
—Reif|x > TTily > — Rei®Ri]y >

—Le photon & arrive en S; en état |x> et il selecte S1M; (par
ex) son état devient T|x> puis il rencontre M; son état
devient Ti|y>, puis il rencontre S; son état devient

—TR|x > — Re®®T|x >

—L'ombre &' du photon arrive en S; en état |.>(neutre), il
prend le chemin S1M; et son état devient Ri|y> puis il
rencontre 6y son état devient Riei®|y> puis il rencontre M
son état devient -Rei®|x>, puis il rencontre S; son état
devient TTily > — Re!®Ri|y >

En S; le photon € s'interfére avec son ombre €', on dit que
le photon s'auto-interfere, I'ombre &' disparait apres cette
interférence, il ne reste donc que le photon et tant qu'on
ne fait pas de mesure, le photon reste en état de
superposition avec |x>, |y>
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(TiRi - Rei®T) |x> + (TTi - Re®Ri) |y>
0

i— 0 19 . 0
=—e2cos |x>+e 251n5|y>

8 )
|&> = —cosy |x> + sin~ ly>

s'auto-interférer = l'ombre disparu

Cette explication permet de voir ce qui se passe a
l'intérieur de MZg et obtenir le résultat de I'expérience.

Cette explication permet d'éviter le contradictoire dans
'expression :"la dualité corpusculaire-ondulatoire”.

Pour nous une particule quantique est:
1) Corpusculaire (grain de sable)
2) Indivisible

3) Ayant des propriétés quantiques : spin, s'auto-
interférer (peut donner des franges d'interférences).

Model : le photon, I'électron, ....
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8.6 ANALYSE LE DISPOSITIF MZe

Sur cet exemple, si on observe bien ¢a va nous faire
comprendre beaucoup de chose en physique quantique.
En effet voyons

Le photon & posséde une caractéristique : "la direction de
propagation” cette direction ne peut prend que deux
valeurs x (horizontale), y (verticale) on note |x>, |y> ces
états ayant une valeur bien définie . Arrivant en S; (un
appareil de mesure de direction), I'état de photon est |x>

|x>

T|x>™_
v
(m2)

en sortant de S; I'état du photon est:
soit T|x>
soit Ri|y>

ce qui prouve que S; a modifié 1'état du photon |>=|x> en
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[E>=T|x>+Rily>

il y a une interaction entre € et Sy,

[£> = T|x> + Rily>

c'est]'état de superposition de |x> et |y>

ici on comprend mieux le principe de superposition, le
principe de superposition est donc nécessaire pour
expliquer pourquoi a la sortie de S; le photon a comme
état

soit T|x>
soit Ri|y>.

Et lorsqu'on mesure la direction de &, le résultat sera x ou
y.

—Lorsque Bohr dit qu'un objet quantique n'a pas de
propriété, il révele cette propriété seulement quand on la
mesure.

—Einstein dit le contraire: bien siir qu' il a cette propriété,
qu'on le mesure ou non !!

Tous les deux ont raison, en fait ¢ca dépend de point de vu.
Voyons pour notre photon § il est en état
|€&> = T|x> + Ri|y>

n_n n_n

Pour Bohr & n'a pas de propriété "x" ni"y" car

|&> # |x> et



170

15> # |y>

n_n

Pour Einstein le photon possede bien la propriété "x" et

n__n

y" car on le "voit" dans son état,

|€&> = T|x> + Ri|y>

son état les contient, qu'on mesure ou non le photon.
Pour bien comprendre suivons le scénario suivant:

Sur une feuille on a écrit un message secret avec de l'encre
invisible.

—Pour Bohr la feuille n'a pas de message, elle a le
message, seulement au moment ot I'on met le produit
spécial pour rendre l'encre visible.

—Pour Einstein la feuille possede un message qu'on le
rendre visible ou non.

8.7 INTERFERENCE QUANTIQUE,
FENTES DE YOUNG

L'expérience de fentes de Young avec des particules
comme 1'électron, le photon .....
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zone interdite

interférence quantique
Mathématiquement ¢a donne.

Soit [Pra> I'état de 1'électron qui passe par la fente A, et
|Wg> 1'état de I'électron qui passe par la fente B, et donc
1'état de I'électron est

1

|lIJ>=\/7

(I1ba >+ |y >)

<x|y> =iz (<x|Pa>+ <x|Pp>)

V2

1
[<xIW>[2 =2 (| <xlba>+ <xlyp>]?)

1
WEOPE =2 (1WaC) + ()1
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1
lW|? = E(NJAlz + (Wl + Wabg + WpPa)

1
# 5 (a2 + 1)
Le terme (Yo Y5 + YpP)) donne l'interférence

Le résultat du calcul

1
lW|? = E(MJAlz + (W% + Wabg + WpPa)

Montre qu'il y a de I'interférence, mais ne montre pas ce
qui se passe, donc si on veut savoir ce qui se passe on
donne alors des explications (des interprétations) mais
chaqu'un a ses propres explications. Ou bien on peut
rester 13, se contenter du résultat c'est tout.

Voici ma explication (interprétation) comme pour
l'interféromeétre de Mach Zehnder avec le concept
"l'ombre" de la particule.

Quand I'électron a le choix entre deux chemins, il choisit
au hasard un chemin et son ombre prend I'autre. Lorsque
I'électron et son ombre se rencontrent ils s'interférent, on
dit que I'électron s'auto-interfere, cet auto-interférence
donne les franges d'interférences sur I'écran.

Dans le cas ou on observe 1'électron pour voir ot il passe,
alors dans ce cas il n'y a plus d'interférences.
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IIn'y a plus d'interférences

Mathématiquement ¢a donne.

Dans ce cas I'état de 1'électron est:

1
b >= E(N’A >® |Dy > + Y > |Dg >)

ou D est un dispositif qui détecte 1'électron en A (D—état
|Da>) ou en B (D—état |Dg>), et on définit {|Da>, |Ds>}
comme une base orthonormée de D. Tant qu'on ne détecte
pas I'électron sur I'écran, il reste dans cet état |{r> ci-
dessus, si on le détecte alors son état devient :

—_

|Pa>&|D,> avec probabilité =

=N

|Wp>@Q|Dg> avec probabilité —

N
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1
> = S 1 >® [Dy > + [y >@ Dg > |%)

1
=5 (<Y |® <D+ <Yp|®@<D ) (|Ya>Q|Dy>+ [Yp>@|Dg>)

1
= §(< YalPa ><Dp|Dp > +< Yalhp >< Dy |Dg >)

1
+5(< Yplby >< Dg|Dy > +< Y|P >< Dg|Dp >)

finalement

1 1
2 24 = 2
W12 =5 sl + = |
il n'y a plus d'interférences.

Le résultat du calcul montre qu'il n'y a plus
d'interférences, mais ne montre pas ce qui se passe, donc
si on veut savoir ce qui se passe on donne alors des
explications (des interprétations) mais chaqu'un a ses
propres explications. Ou bien on peut rester 13, se
contenter du résultat c'est tout.

Voici ma explication (interprétation)

Quand I'électron a le choix entre deux chemins, il choisit
au hasard un chemin et son ombre prend I'autre. Mais
I'électron et son ombre intriquent le dispositif D ce qui fait
que lorsque 1'électron et son ombre se rencontrent ils ne
s'interférent plus, I'intrication avec D fait que 1'électron ne
donne plus les franges d'interférences sur I'écran.
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9 CRYPTOGRAPHIE ET
TELEPORTATION
QUANTIQUES

9.1 THEOREME DE NON-CLONAGE
QUANTIQUE

Ce théoreme établi par Wootters, Zurek et Dieks en 1982
dit qu'on ne peut pas copier un état de superposition
quantique. Grace a ce théoréme la cryptographie
quantique est absolument sur impossible de cracker !!!

Théoreme de non clonage : Il est impossible de cloner un
état quantique quelconque.

Démonstration

Soit [{r> un état a cloner et soit |*> un état vierge (qui joue
le réle de la feuille blanche dans une photocopie), le
clonage consiste a transformer 1'état |P>&|*> en état

Y>>
[W>Q|*> = |Y>Q|P> ; ol le 2éme | P> est la copie.

On pourrait faire la méme chose avec un autre état |d>
c'est-a-dire

|P>R|*> - |P>Q)| D> ; ol le 2éme |P> est la copie.

Mais alors on aura aussi
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(afp> + B|P>) @[> = (a|y>+|P>) @ (a| Y>+B[D>)=[x>
Mais la linéarité de la physique quantique dit que

AP >Q | *> - alp >Q alP >}:>
Bl >Q | *>— B|P >R B|P >

(a|y >Q [+>) + (B|P > [+>)
- (P >Q alP >) + (BlP > Bl >)
=|{>

I'état
(aly > alp >) + (BlP > BlP >)
=Y >QY > + B >Q|D >
est différent de

(> + B (aly> + B D>) = [ >@ > +
aBlY>® | D> + Ba D>@| > + B D>@|b>

c'est-a-dire
x> # [¢>

Dans la démonstration on voit qu'on peut cloner un état
|W> a valeur bien définie "" en effet il suffit de prendre
a=1et =0 et on aura |[> = |{>

Dans ce cas si on code le message par une base {|x>, |y>}
par ex

|x>=1et|y>=0

le message
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|x>]y>|y>[|x>[x>

peut étre intercepté et cloné, par un espion sans qu'on
soit au courant.

par contre si on code le messaga par des états de
superposition comme par ex

> = x>+ |y>

[v>= x> - |y>

et

|u>=1, [v>=0

le message

> |v>[v>{ > >

ne peut pas étre cloné !!! (donc ¢a sert a rien

d'intercepter!!)

9.2 LA CRYPTOGRAPHIE QUANTIQUE

Le but de la cryptographie est d'envoyer des messages
codés que personne ne peut les comprendre si elle ne
possede pas la cléf de décodage.

Par exemple si Alice envoie le message
"AZKOORETDBNKLKGH"

a Bob, et on ne comprend rien si on a pas la clé de
décodage.
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Alice doit quand méme envoyer la clé a Bob afin qu'il
puisse décoder le message, c'est la le probleme !! car si
quelqu'un intercepte la clé il pourrait décoder le message!

Le probleme est donc : comment envoyer la clé en tout
sécurité ?

Protocole BB84 (inventeurs Bennett et Brassard 1984)

Le cryptage quantique utilise les qubits pour coder les
informations.

Supposons qu'Alice doit envoyer la clé 010 a Bob
et elle dispose deux bases de codage notés [ et X

Pour la base HH, le qubit contient — si le bit est 0, il
contient T si le bit est 1, autrement dit

H:0=>,1=1
de méme pour la base X
X: 0=\, 1=~

Sur la fréquence v (secret, connue seulement par Alice et
Bob), Alice va envoyer un signal de longueur 4 fois la
longueur de la clé par exemple

signale =100011011010
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Alice Bob

O X O)

100011011010

1) La transmission

—Alice choisit au hasard 1'une des deux base, code le qubit
puis envoie a Bob. Donc seule Alice connait sa base, et le
contenu des qubits.

—Bob lui aussi choisit au hasard une base puis décode les
qubits qu'il regoit, donc Bob est le seul a connaitre sa base.

bit 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

Alice signal 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1

base BHIX B | X | X|H B X| B |H|X

qubit TN o2 =21 |- |2
envoyé
Bob base X | X H| B |X|XK|H|B | B | K |H

Iu N N - - 7 2 - T ) Ve T
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Pour Bob, sila base de Bob est la méme que celle d'Alice, le
qubit de Bob contient le méme bit que le signale, sinon
c'est au hasard 0, ou 1, c'est tout ce que Bob sait.

2) Vérification la base de Bob

Comme Bob a choisit au hasard une base, il y 50% de
chance d'avoir "bonne" base et 50% mauvaise base donc
Alice va vérifier la base de Bob.

Pour ¢a Alice et Bob comparent leur base (publique: au
téléphone par ex a haut voie, tout le monde entend) et ne
gardent que les méme base : 2,3,5,7,9,12

bit 112 3 415 6 |7 819 10 | 11 | 12
Alice signal 0 0 1 0 1 0
base X | H X H H H
qubit N - 7 - T -
envoyé
Bob base X | H X H H H
Iu N - 2 BN 1 N

Ici tout le monde sait les n° qubit et la base utilisé:

2X,3H,5X,7H,98H,12H

3 ) Vérification d'intrus
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Cette étape est le cceur du protocole BB84, elle permet de
détecter d'intrus en utilisant les propriétés quantiques des
particules.

Pour ca Alice choisit au hasard les bits formant la clé (010)
bit 2,3,9 et demande a Bob de vérifier les bits restant
c'est-a-dire de vérifier les bits 5,7,12. donc tout le monde
connait

n°5=1,n°7=0,n°12=0

Les bits 5,7,12 se nomment des bits "sacrifiés" car tout le
monde connait maintenant le contenu des qubits 5,7,12.

bit 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
Alice | signal 0 0 1 0 1 0
base X | H X H H H
qubit N o 2 N 1 N
envoyé
Bob | base X | H X H H H
Iu N |- 2 - ) -

Si la vérification est OK pour les bits 5,7,12 alors Alice dit a
Bob comment lire la clé dans l'ordre: 3,9,2 c'est-a-dire la
clé =010.
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Ici tout le monde sait que les qubits 3,9,2 forment la clé
mais on ne connait pas le contenu !!!

Espion Solotop

Voyons maintenant le cas ou il y a un espion Solotop qui
intercepte le signal , le lit puis I'envoie a Bob.

Alice Bob
O v
100011011010 / O
| K
Solotop

—Solotop lui aussi choisit au hasard une base puis lit les
qubits qu'il intercepte, donc Solotop est le seul a connaitre
sa base.



Une fois lu les qubits il les envoie a Bob. Pour Bob c'est
comme si Alice envoie ces qubits.
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bit 1 2 3 4 10 | 11 | 12
Alice signal 1 0 0 0 0 1 0
base H X | H| X BH X | H
qubit T Y - |y - 7 -
envoyé
Solotop | base X B | B |X X K | X
7 ) - N 7 7 N
Bob base X |X |H |H X |H | H
lu 2 N - | - 2 ) T

Vérification la base de Bob

Comme Bob a choisit au hasard une base, il y 50% de

chance d'avoir "bonne" base et 50% mauvaise base donc

Alice va vérifier la base de Bob.

Pour ¢a Alice et Bob comparent leur base (publique: au

téléphone par ex a haut voie, tout le monde entend) et ne

gardent que les méme base : 2,3,5,7,9,12
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C'est normal qu'on trouve les méme bases dans le cas sans
espion, puisque Alice et Bob ne touchent pas leur base.

bit 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
Alice signal 0 0 1 0 1
base X | H X H H
qubit N - 2 N 1 N
envoyé

Solotop | base X|H BHXK B B X B HBH| X |KX

Bob base X | H X H H

Ici tout le monde sait les n° qubit et la base utilisé:
2[X,3H,5,7H,9H,12H

3 ) Vérification d'intrus

Cette étape est le cceur du protocole BB84, elle permet de
détecter d'intrus en utilisant les propriétés quantiques des
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particules. Pour ca Alice choisit au hasard les bits formant
la clé (010) bit 2,3,9 et demande a Bob de vérifier les bits
restant c'est-a-dire de vérifier les bits 5,7,12. donc tout le

monde connait

Alice : n°5=1,n°7=0,n°12=0

Les bits 5,7,12 se nomment des bits "sacrifiés" car tout le
monde connait maintenant le contenu des qubits 5,7,12.

bit 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
Alice signal 0 0 1 0 1 0
base X | H X H H H
qubit N - 2 - T - -
envoyé
Solotop | base X | BB X | B|HIX B B K| K|K
200 s [N | > |1 O 7 7 N
Bob base X | H X H H H
lu N - N - ) T

Bob vérifie, ca donne
Bob : n°5=0, n°7=0, n°12=1

il y a deux erreurs : bit 5 et bit 12
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Comme il y a des erreurs Alice et Bob déclarentil y a un
espion qui intercepte le signal, ils décident de changer la
fréquence v en A' et recommencent.

Comme Solotop choisit au hasard la base, il y a 50%
d'avoir "mauvaise" base donc 50% d'avoir "erreur” parmi
les bits 2,3,5,7,9,12

Finalement le taux d'erreur est de 25% (1/4),desqu’ily a
25% erreur on peut raisonnablement penser qu'il y a un
espion.

Remarque important : S'il n'y avait pas de loi quantique
(théoreme de non clonage) Solotop intercepte le signal,
duplique les qubits et envoie a Bob les origines puis prend
le temps d'étudier les copies et ainsi Solotop connaitrait la
clé sans que personne ne s'apercoit.

Le théoreme de non clonage oblique a Solotop de lire les
qubits interceptés donc détruits leur contenu ce qui fait
que lorsque Solotop envoie les qubits a Bob leur contenu
sont différents ceux d'Alice = d'ou introduction d'erreurs.

9.3 TELEPORTATION QUANTIQUE

La téléportation quantique est un processus de transfert
d'information (de propriété) d'un point x¢ a un point x; de
I'espace, donc il n'y a pas de transfert de la matiére ni de
'énergie mais simplement I'état d'une particule a une
autre particule, c'est I'état qui est transfert et non la
particule elle-méme.
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Depuis sa proposition en 1993, la téléportation quantique
a été prouvée expérimentalement pour les photons
(polarisation), électron (spin), ... le dernier record de
distance estde 143 km en 2012.

Pour ne pas alourdir les écritures on écrit simplement:
[u>&@|v> = Juv> = |u> |v>.

Avant de commencer le protocole de la téléportation on va
définir les 4 états |U.>, |P>,|D.>,|D.>, nommés états de
Bell :

Par définition:

[r.> = (100> + [11>),, |@,> = (|01> +]10>)

> = (100> - |115), |®.> = (01> - [10>)

1
7
ces états forment une base de l'espace des états de deux
qubits.

et la base standard en fonction des |/> et des |®> vaut :

V2P >+V2 |- >

|00> =
2

|11> - \/?|¢+>_\/i|l|}—>
2

01> = V2|®  >+V2|D >

2

V2D >—2|P_>

[10> =
2
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Alice possede une particule C dont I'état est
|C> = a]0> + B|1> avec a®+B?=1 que Alice ignore cet état.

Elle veut téléporter cet état vers Bob.

Alice Bob
C A B
&
/d
A B
(A,B)

Protocole de la téléportation

1) On crée une paire de particules intriquées (A,B) d'état:
1
|(A,B)> = ﬁ(|00> +]11>)

2) On envoie (voie classique) la particule A a Alice et la
particule B a Bob, C'est 1'état de C qui sera téléporté a B.

3) Alice fait interagir la particule C sur la particule A, en
fait elle forme une paire (C,A) intriquée , donc I'état de A
change et on perd 1'état de C.

4) La paire (A,B) est maintenant nouvellement intriquée !
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5) Alice mesure la paire (C,A)

6) Alice donne (voie classique) le résultat de la mesure a
Bob.

7) Une fois connafitre le résultat de la mesure, Bob effectue
une transformation adéquat sur la particule B, la particule
B posséde maintenant I'état initial de C (C a perdu son état
initial) .

Voyons tout ca en calcul.

On a deux systémes : la particule C et la paire intriquée
(A,B) le systeme total est C U (A,B) qu'on note simplement
C(A,B), I'état du systéme total est

IC(A,B)> = |C> |(AB)>
- L
=7 (al0>+p|1>) (00> +[11>)

(al0>+ B]1>) (|00> + |11>) = a|000> + a|011> + B|100> +
B|111>

=[00> a|0> + [01> at|1> + |10> B]0> + [11> B|1>

- (\/ENJ+>'2|'\/7|‘~IJ—>) (X|0> +(\/7|CD+>'2|'\/§|¢'—>) a|1>
(\/_|®+> \/_lCD >) Blo + (\/_NJ+>;\/ENJ—>) G|1>
d'ou

|(C,A)B> = ""T+> (|0> + B|1>) + "“T-> (|0> - B]1>)
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|<D+> |cI> >

(B|0> + a|1>) + —= (- B|0> + a|1>)

On a perdu I'état initial de C, mais on a la paire (C,A)
intriquée donc la paire (A,B) est intriquée de nouveau.

Si on pose
W = o|0> + B|1>
p.=al0>-B|1>

Vi =]0>+al1>
v.=-B|0> + a|1>

Lorsqu'Alice mesure la paire (C,A) elle tombe sur l'un des
quatre états |P.p>, [P-p-> | Dive> ,|Dv.> avec la méme
probabilité 1/4

2
G _1
N2~ 4
4(3)
Une fois connaitre le résultat de la mesure Alice dit a Bob

(voie classique) comment faire pour transformer I'état de
B

prob(|.p.>) =

|Pyvy >0y = ((1) é)

o= (b 0)

|®_v_>-> 0,0, = (_01 é)
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[P,y > — rien a faire

Résultat Opération Bob doit faire
S I R HTE
R R AR AT
|o_v_ > 6,0, = (_01 (1)) (_01 (1)) B >
[Py > rien 2 faire |B>

Si vous voulez vraiment voir ce qui se passe, il suffit
d'indexer les particules dans le calcul.

Recommencons le calcul avec les indices.
|C(A,B)>=|C> |(AB)>
=75 (@|0>c + BI1>0) (100>45 + |11>49)

(O(|0>c + B|1>c) (|00>AB + |11>AB) = 0(|000>CAB + 0(|011>CAB
+ B|100>CAB + B|111>CAB

La particule C interagit sur A, ¢a donne

= |00>CA (X|0>B + |01>CA (X|1>B + |10>CA B|0>B + |11>CA
Bl1>e

on perd I'état de C, mais on a une paire (C,A) intriquée
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- (w)m o|0>g +(M)CA all>p
VZ|® >—Z|P_> V2l >—V20Y >
(g)c B|0>p + (M) A Bl1>g

d'ou

|(CA)> =2 (o055 + B|155) + =22 (a]0>5 - 1)

l(h% (B|0>p + a|1>5) + ICL% (- B|0> + a|1>p)

Si on pose
1= a0> + B|1>
i = af0> - B|1>

v, = B|0> + a|1>
v.=-B|0> + a|1>

Lorsque la particule C interagit avec A on a une nouvelle
paire (C,A) intriquée (superposition des états intriqués)

1 1 1 1
|(CA)> = Z[Yae> + S [Ppi> + 2| Dyv,> + —[Dv>

Lorsqu'Alice fait une mesure sur A (plus exactement sur la
pair (C,A) ) elle tombe aléatoirement sur I'un de ces quatre
états avec la probabilité 1/4, par ex elle tombe sur :

|y-p>

et la particule B prend immédiatement I'état p. puisque
(A,B) est intriqué
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B> == a|0> - B|1>

qui n'est pas tout a fait 1'état initial de C, il faut qu'Alice dit
a Bob le résultat de la mesure |s.j.-> ainsi Bob transforme
|B> par o, pour avoir I'état initial de C.

1 0 _
(0 _1)|B >= o0 >+ B|1 >
Note : La téléportation ne contredit pas le théoréme de
non-clonage car C a perdu son état initial, seule la
particule B possede I'état a|0>+[|1> pas C.
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9.4 NOTATION

X = grandeur physique (coordonné)

x = valeur (nombre réel) que peut prendre X

X = observable associé 3 X (X opérateur dans H)
X = opérateur dans L%(R)

P, = grandeur impulsion suivant x

p = valeur (nombre réel) que peut prendre Py

P, = observable associé a Py (P, dans #, I'espace Hilbert
des états)

P, = —ih;—X = opérateur dans L%(R)
X

R =Y ] grandeur coordonnée (vectoriel, pour 3D)
Z

> observable vectoriel associé a R

=)

Il
N
N =) <)

vecteur coordonné (pour 3D ; x,y,z réels)

—
Il
7
N < X
N~



195

9.5 LES CONSTANTES
Constante de Planck h = 6,62.1034Js; A=h/2n
Charge élémentaire q = 1,60.10-1°C
Masse de I'électron me = 9,10.10-3tkg
Masse du proton m, = 1,67.10-27kg

Masse du neutron m, = 1,68.10-27kg
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Du méme auteur
al La conjecture de Fermat

C'est un livre qui démontre la conjecture de Fermat,
(appelé souvent "le dernier théoréme de Fermat") en
s'appuyant sur deux théorémes: le théoréme de Ribet et le
théoreme de Wiles. Un document rare et exceptionnel.
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Tout sur la Relativité Générale et on trouve une
démonstration de 1'équation tensorielle d'Einstein a partir
du principe moindre action, ce qui est tres rare.
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a3 Le Groupe du Rubik's Cube (Tome I, I1)

Le Rubik's Cube possede un groupe trés riche en
propriétés et si la partie mathématique du puzzle vous
intéresse alors ce livre est pour vous.
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v4 La Relativité Restreinte

La Relativité Restreinte est une théorie physique proposée
par Einstein pour remplacer la mécanique newtonienne
quand la vitesse des objets est proche a celle de la lumiere
C.
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algébriques et pour tant on connait trés peu de ces
nombres, le premier est e, puis m, cos(1), ....
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Pour comprendre les propriétés des twists il faut passer
par les mathématiques, a chaque twist on associe un
groupe et ce sont des propriétés de ce groupe qui
expliquent les propriétés du twist.
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ce livre est pour vous.

© Sept-2018, Morphocode CODE



201



